1 Mathematische Modelle von

Zufallsexperimenten
Grundbegriffe
Grundraum: nicht leere Menge €2 # ()
Enthélt alle moglichen Ergebnisse eines Zufallsexperimentes.
Ereignis: Teilmenge A C Q2

Nicht immer wird jede Teilmenge als Ereignis bezeichnet,

sondern nur Mengen aus einem Mengensystem A C 2%

Sprechweise: Ereignis A tritt ein < Ergebnis w liegt in A
Elementarereignis: w € ()

Vorsicht: w ist kein Ereignis!

Aber {w} ist ein Ereignis, falls A geeignet gewiihlt ist.

Beispiel 1.1.

(i) Werfen eines Wiirfels
Q={1,..,6}
FEreignis “Augenzahl ist gerade”: A = {2,4,6}

(i) In einem Netzwerk werden Lingen (in Byte) der ersten n = 10° Datenpakete be-
obachtet
QO=N"= {(W1, ...,wn)]wi eNV1I<:i< 77,}
Interpretation: w; = Ldnge des i-ten Paketes
Ereignis “Das grofite Paket umfasst mazimal 10”7 Byte”
A= {(w1,.ywp) | w; <107V1 < < n}

“Rechnen mit Ereignissen”

Seien A, B C () Ereignisse. Dann ist

e AUB={weQ|we Aoderwe B}
Ereignis, dass A eintritt oder B eintritt

e ANB={weN|weAundw e B}
Ereignis, dass A und B eintritt

e A\B={weQ|we A,w¢ B} Ereignis, dass A eintritt, aber nicht B eintritt



e ACB
Wenn A eintritt, dann tritt auch B ein.

Im Wahrscheinlichkeitsmodell soll jedem Ereignis eine Wahrscheinlichkeit (W.) zuge-
ordnet werden.

Diese miissen “zueinander passen”.
Z.B. muss bei A C B die Wahrscheinlichkeit von A < Wahrscheinlichkeit von B sein
(Monotonie)

Mathematisch: Abbildung P:A—-R
mit Normierung P(0) =0 Ereignis, das nie eintritt, hat W. 0
P(Q)=1 Ereignis, das immer eintritt, hat W. 1

~ P:A—0,1]

Welche Abb. P sind sinnvoll?

—  Folien ”1. Ansatz: Inhaltlicher Zusammenhang”
bis ”Subjektivistische” ...

Axiomatischer Zugang - Kolmogorov (1933)

Fordere Eigenschaften von P
Zur Motivation: Fiir die relativen Héufigkeiten (“empirischen Wahrscheinlichkeiten”) P,
gilt
Pn(Q) =1, Pn(q)) =0
A, B disjunkt (d.h. AN B = () = P,(AU B) = P,(A) + P,(B)
k k

Induktiv folgt: Ereignisse Ay, ..., Ay disjunkt = P,(|J 4;) = >_ Pu(4;)

i=1 i=1

endl. Wahrscheinlichkeitsraum & Wahrscheinlichkeitsmal

Definition 1.2 (endl. Wahrscheinlichkeitsraum & Wahrscheinlichkeitsmaf}). Ein
endlicher Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Paar (S, P) bestehend aus einem endlichen
Grundraum Q # 0 und einer Abbildung P : 2% — [0,1] mit den Eigenschaften:

e P() =1
o A B CQ disjunkt = P(AU B) = P(A) + P(B) (Additivitdit)
P heifst dann Wahrscheinlichkeitsmapf.




Beispiel 1.3.

(i) vgl. Beispiel 1.1.(i): einmaliges Werfen eines fairen Wiirfels
Q={1,..6}
. _ 1Al _ 1A
ACQ:PA) =15 =%
- 1
insbesondere P({w}) = &

(ii) Werfen zweier ununterscheidbarer fairer Wiirfel
Q= {(w1,w2) | wi,ws € {1,...,6},w1 < wa}
Hier ist es nicht sinnvoll, jeder Menge {(w1,w2)} die gleiche Wahrscheinlichkeit
zuzuweisen, denn z.B. gibt es 2 Mdaglichkeiten (1,2) zu erhalten, aber nur eine fiir

(1,1).
1 _
P({w;,w :{%,m—wz
i R v A

Fir A C Q folgt
P(A) = X P({w})

w€EA

Satz 1.4. Sei (2, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum, dann gilt
(i) P(0) =0

=1 =1
(iii) P(A®) =1 — P(A) VA C Q
(i) AC BC Q= P(B\ A) = P(B) — P(A)
(v) A,BC Q= P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)
k

k
(’Ui) VAl, ocog A, C Q= P( U Az) < ZP(AZ) (Subadditivitdt)
=1 =1

Beweis: (i) - (v) iibungen

i—1
(Vi) Def. B; := Al, B; := A; \ -UlAj CAV2<i<k
J:
= By, ..., By disjunkt (denn fiir i < gilt B; C A;, A; N B; = 0)
k k
UBi= UA
i=1 i=1
k k (i) & k
= P( _1Ai) = P(‘L_JIBZ-) = ;P(Bi) < ;P(Ai)

(2
(Ist w € A; fiir ein ¢ und ist 4, das kleinste solche i, dann ist w € B;)




Definition 1.5 (Gleichverteilung oder Laplace-Verteilung). Ist Q endlich, so heifst das
durch

P(A) =13, ACq,
definierte Wahrscheinlichkeitsmaf$ die Gleichverteilung oder Laplace-Verteilung auf €.

1.6 Urnenmodelle

Wenn Gleichverteilung betrachtet wird, sind nur Méchtigkeiten von Mengen zu bestim-
men.
Oft hilfreich sind Urnenmodelle

Situation

Es sind die Kugeln 1,...,n in der Urne und es wird k-mal aus der Urne gezogen.
Es wird unterschieden, ob

e mit oder ohne Zuriicklegen gezogen wird

e mit oder ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge gezogen wird

1.6 (a) Ziehen mit Zuriicklegen und mit Beriicksichtigung der Reihenfolge

Grundraum Qo ={1,..,n}" ={(w,...,wp) | w; €{1,...,n}}
Interpretation: w  =(wi,...,wg) € Q4

= im i-ten Zug werde Kugel w; gezogen
Q| = nF

1.6 (b) Ziehen ohne Zuriicklegen, aber mit Beriicksichtigung der Reihenfolge
Qy = {(wla "'awn) €y | Wi 7£ w;Vl <i<j < k}

Interpretation wie bei (a), Q| =n-(n—1)-...-(n—k+1) = (nﬁi'k),

Begriindung: n Moglichkeiten fiir wy
dann n — 1 Moglichkeiten fiir wo bei gegebenem wy
dann n — 2 Moglichkeiten fiir w3 bei gegebenen wy, ws

dann n — k + 1 Moglichkeiten fiir wy bei gegebenen wy, ..., wg_1




1.6 (c) Ziehen ohne Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge

Ordne gezogene Kugelnummern nach Grofie

Qc = {(wlw'-ywk) S Qa | w1 <wo <. < wk}

Es gibt zu jedem (w1,...,wi) € Q genau k! verschiedene Méglichkeiten die k
verschiedenen Kugelnummern anzuordnen.

D.h. jedem w € €). entsprechen k! Elemente aus 2

Q n: n
= [Qe| = |T?| = k!(nlk)! = (})

1.6 (d) Ziehen mit Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge

Qg = {(wi,ywp) € Q |w1 Swp < S wyi}
Die Abbildung

S:Qq— {((211, ,(I)k) S {1,...,77, +k— 1}k ’ w1 <wg < ... < (Ijk} = ﬁc
S(wl,...,wk) = (wl,wg +1l,w3+2,...,wp+k+ 1)

ist eine Bijektion.

Q. ist vom gleichen Typ wie €, mit n ersetzt durch n + k — 1.
Also |Q] = |0 € (1)

n

Beispiel 1.7. (i) Lotto 6 aus 49

(ii)

6 Kugeln werden ohne Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der Rethenfolge aus
49 Kugeln gezogen

L) B gibt () = 13.983.816 Maglichkeiten

Alle Mdéglichkeiten sind gleich wahrscheinlich
= Gewinnwahrscheinlichkeit fir ein Los (41—9) ~7,15-1078
6

Sucht man bei Yahoo nach Schlagwortern “Hausdepp Kartenspiel”, so gibt es un-
ter den ersten 10 ausgegebenen Links genau einen, unter dem die Regeln dieses
Kartenspiels zu finden sind. Seir € {1,...,10} die Nummer dieses Links.

Sie probieren die 10 Links in zufilliger Reihenfolge durch, bis Sie auf den Link mit
den Regeln stoflen.

Wie grof8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass Sie genau k Versuche brauchen?

~ Ziehen ohne Zuriicklegen und mit Berticksichtigung der Reihenfolge
Q= {(wl, ...,wk) S {1, ceey 10}k | w; # WjV’i # j}



Ereignis “Erfolg nach genau k Versuchen”
A={(w1,...;wk—1,7) |wi € {1,..., 10} \{r}V1 <i <k -1}
entspricht 9-maligem Ziehen ohne Zuricklegen aus {1,...,10} \ {r}
— 9!
= |Al = g=g—oy
_ 10
9= mo-m
Bei Gleichverteilung
_ Al _ 9 _ 1
PA) =g =% =1
Bei 2 richtigen Links erhdlt man auf dhnliche Weise
|A| = % (da es nun 2 Mdaglichkeiten fir den k-ten Versuch gibt)

|Q‘ — 10!

10—Fk)!
A 812/(10—k)! _ 2(10—k) _ 10—k
P(A) = lvertQ] T 10!(8—(k—1))! — 109 T 45

Liegt wie z.B. im Beispiel 1.1(ii) kein endlicher, sondern ein abzéhlbarer Grundraum
vor, dann ist die Additivitdt nicht mehr ausreichend.

Definition 1.8 (diskretes Wahrscheinlichkeitsmafl & -raum). Sei Q # () eine beliebige
nicht-leere Menge.
Eine Abbildung P : 2% — [0,1] heift diskretes Wahrscheinlichkeitsmap, falls

(i) P(Q) =1

(i) VA, C Q, n € N disjunkt: P(|J An) = > P(Ay) (¢ o-Additivitit ”)
neN neN

(iii) Es existiert eine (hdochstens) abzihlbare Menge Qo C Q mit P(p) = 1.

Dann heifit (2, P) diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.

Satz 1.4 gilt vollig analog auch fiir diskrete Wahrscheinlichkeitsraume.
Es gilt sogar in Verallgemeinerung von 1.4(vi)

Satz 1.9. Sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und A, C QVn € N

Dann gilt  P(J An) < > P(4,) ( “o-Subadditivitit”)
neN neN




Beweis:

(i) 3Qp C Q abzéhlbar, P(p) =1
= P(ro) =0
= Vw € Q°: f(w) = P{w}) < P(°) =0
= Qr C Qo = Qr abzdhlbar, d.h. (a).
(b) ist Spezialfall von (1.1) mit A =Q
(1.1) folgt aus der o-Additivitdt von P, denn

P(A)=P(ANQr)+ P(ANQr°)

=P(AﬂQT)
=P J {wh
wEANQT
= Y PUwh= ) flw=) f)
WEANQT wEANQT wEA

da f(w) = 0Vw ¢ Qr
(ii) Def. P(A) gemaB (1.1) fiir alle A C Q
Dann ist P ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmaf3, denn
e P ¥ 5w @1
e A, CQ, nwee?\l, disjunkt

SP(Ud)= ¥ fw=3X ¥ fw)2 P,

neN wEUneN An neNweA, neN



()

(i)

11 b
e PO T @) = X 1w 2
weQp weN
und Q7 ist abzéhlbar nach (a)

Also ist P ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmafl mit P({w}) (L f(w) d.h. fist
Zdhldichte von P. Dass P das einzige diskrete Wahrscheinlichkeitsmafl mit diesen
Eigenschaften ist, folgt aus (1.1).

Beispiel 1.11.

Seip € [0,1]
1=(p+1-p)"= kgﬂ(};‘)p’“ S(L=p)nF = f(k)

Dies definiert eine Funktion f : {0,...,n} =: Q — [0,1], die 1.10(a) und 1.10(b)
erfillt, also die Zdhldichte eines diskreten Wahrscheinlichkeitsmafes auf € ist.
Dieses Wahrscheinlichkeitsmaf$ heifft Binomialverteilung B
d.h. B py({k}) = (Z)pk (1-p)» % vEke{0,..,n}
Spiter: B, ) beschreibt zufillige Anzahl der Erfolge bei n-maliger unabhingiger
Durchfithrung eines Zufallsexperiments mit Erfolgswahrscheinlichkeit p.

n,p)

Frage : Wie grof8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass man k mal wiirfeln muss, bevor
das erste Mal 6 gewiirfelt wird?

Bei fairem Wiirfel:
Wahrscheinlichkeit, k-mal keine 6 zu wiirfeln = (%)k
Wahrscheinlichkeit, beim (k + 1)-ten Mal 6 zu wiirfeln = (%)

= gesuchteW ahrscheinlichkeit = (%)k . % vk € Ny

Allgemein: Fiir p € (0,1] definiert
f(k):(l—p)kp} kGNO}

eine Zihldichte auf No, denn Ng ist abzdhlbar und

Z f(k) — p . Z (1 _ p)k geometm'icheReihe p . 1_(1_ ) _ 1
k€N n€No P

Das zugehérige Wahrscheinlichkeitsmaf heifit geometrische Verteilung G,
und beschreibt die Anzahl der Misserfolge bis zum ersten Erfolg bei unabhingiger
Durchfithrung eines Zufallsexperiments mit Erfolgswahrscheinlichkeit p.



2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und
Unabhangigkeit

Gesucht: Wahrscheinlichkeit, dass Ereignis A eintritt, wenn bekannt ist, dass Ereignis B
eintritt/eintreten wird.

Ein Experiment wird n mal durchgefiihrt
na = Anzahl der Experimente, bei denen A eintritt
np = Anzahl der Experimente, bei denen B eintritt
nang = Anzahl der Experimente, bei denen A und B eintreten

empirisches Gesetzt der groflien Zahlen:
Fir “grofie” n gilt =4 ~ P(A), "B~ P(B), ™05 ~P(ANDB)

n

Zur Bestimmung obiger Wahrscheinlichkeit betrachtet man nur Experimente, bei de-

nen B eingetreten ist.
s ManB _ manB/n ., P(ANB)

P np/m = TPB) falls der Nenner > 0.

Definition 2.1 (bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B). Sei (2, P) ein diskreter
Wahrscheinlichkeitsraum, B C Q mit P(B) > 0, A C Q2. Dann heifit

P(A| B) = 2552
die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B

Beispiel 2.2. (vergleiche Prdsenziibungsblatt 2, A3)
Beim Skatspiel hat Spieler 1 keinen Buben erhalten.
Wie grof$ ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass Spieler 2 oder Spieler 3 alle 4 Buben
erhalten hat?
Modell: @ = {(w1, o, W10, W11, -+, W20, W, -+, W30, W31, W32, ) € K32 | w; # wj Vi # 5}
—_——

Karten Sp.1 Karten Sp.2 KartenSp.3 Stock
mit K = {KreuzAs, PikAs, ..., Karo7} Menge aller Karten

P Laplace-Verteilung
C={weQ|{w,..,wo}N{KreuzBube, Pik Bube, HerzBube, KaroBube} = ()}
Ergebnis, dass Spieler 1 keinen Buben erhdlt.
By = {w € Q | {KreuzBube, Pik Bube, HerzBube, KaroBube} C {wi1,...,wa0}}
Ereignis, dass Spieler 2 alle Buben erhdlt.
analog: By Ereignis, dass Spieler 8 alle Buben erhdlt.




:>Bgﬁ33:®, ByuB3CC

28!
= . |
= o - 22!
~~ 2

1
L: Anzahl der Mdoglichkeiten, 10 Karten fiir Spieler 1 aus 28 “Nicht-Buben” zu ziehen
(siehe 1.6(b))
2: Anzahl der Moglichkeiten, die restlichen 22 Karten zu verteilen.

|Ba| € |Bs| in Prdsenzaufgabe.

Gesuchte Wahrscheinlichkeit:
21 P((B2UBs)N Q)

P(B2U33|C): P(C)
P(B3) + P(Bs)
P(C)
|B2| , |Bs]
_ ﬁ + ﬁ _ |B2| + |B3| _ 2. |B2’ — Prisenzaufg. — E ~0.057
el ] C] & 200 %"

Satz 2.3 (totale Wahrscheinlichkeit & Bayes). Sei (2, P) ein diskreter Wahrschein-
lichkeitsraum, B; C Q(i € I) disjunkt, \JB; = Q, I (hochstens) abzihlbar und

el
P(B;))>0,ACQ

(i) Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

P(A) = %P(A | B;) - P(B;)

(ii) Satz von Bayes

Falls P(A) > 0,k € I, dann
P(A | Bg) - P(By)

PBe | 4) = SP(A]5) - P(B)

Beweis:

() S P(A| B PB) = S 240 ppy — p(U(anBy) = P(A),
el el P(BZ) iel

da AN B; disjunkt.

P(ANBg)  P(A|Bg) P(Bg)

= Beh. mit (i)




Beispiel 2.4. Trisomie 21: genetischer Defekt, verursacht Down-Syndrom

Der Defekt kann schon bei Féten durch eine Fruchtwasseruntersuchung erkannt werden.
In 99% der Fille, in denen Trisomie 21 vorliegt, ist der Test positiv;
in 98% der Fille, in denen Trisomie 21 nicht vorliegt, fillt der Test negativ aus.

Betrachte die Ereignisse:
D: Trisomie 21 liegt vor
T: Test positiv
Dann gilt
P(T| D)=0,99 Sensitivitit des Tests
P(T¢| D) =0,98 Spezifitit des Tests
= P(T | D¢) = 0,02

Was bedeutet es, wenn der Test positiv ist?

P(D‘T)B%es P(T‘D)P(D) B 1
P(T[D)-P(D)+ P(T | D) - P(D7) ~ 14 LOEITDT

P(D) entspricht der relativen Hdufigkeit, mit der Trisomie 21 in der betrachteten
Bevdlkerungsgruppe auftritt.

25 jihrige Schwangere: P(D) =~ % = P(D|T)=~0,035
43 jihrige Schwangere: P(D) = = = P(D|T)=~0,503

Wihrend das Baby einer 45jihrigen Schwangeren also etwa mit Wahrscheinlichkeit 1/2
tatsdchlich Trisomie 21 aufweist, wenn der Test positiv ausfdllt, ist dies bei 25jihrigen
Schwangeren dennoch nur mit einer Wahrscheinlichkeit von unter 4% der Fall.

Generell ist die Aussagekraft von derartigen medizinischen Tests selbst bei hoher Sen-
sitivitdt und Spezifitdt sehr beschrinkt, wenn die Erkrankungswahrscheinlichkeit sehr
gering ist. Daher ist in einem solchen Fall ein allgemeines Screening sinnlos.

Wird A nicht von B beeinflusst, so sollte P(A | B) = P(A) gelten.

Definition 2.5 ((P-)stochastisch unabhéngig). Sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlich-
keitsraum. Ereignisse A, B C Q heiffen (P-)stochastisch unabhdingig, falls
P(ANnB)=P(A)-P(B)

Definition 2.6 ((P-)stochastisch unabhéngig allgemein). Ereignisse Ai,...,A, C Q
in einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (2, P) heiflen (P-)stochastisch unabhdngig,
wenn fiir jede Indexmenge I C {1,...,n}, I # 0, gilt

P(NA4:) = []P(A)

iel el




Bemerkung 2.7.

(i)

(i)

(iii)

Definition 2.6 stellt sicher, dass jede beliebige Auswahl A;,i € I C {1,...,n} aus
unabhdngigen Ereignissen A1, ..., An auch wieder unabhdngig sind.

Mehr als 2 Ereignisse Ax, ..., Ay, sind im allgemeinen nicht stochastisch unabhingig,
n

wenn nur P(|J A;) = ]n_[P(Ai)
i=1 i=1
Ist z.B. Ay =0, so gilt P( ﬁ A)=P0)=0= ln—[P(Ai)
i=1 i

Ist Ay = A3 = A mit P(A) € (0,1), so gilt
P(Ay N A3) = P(A) # P(As) - P(A3) = (P(4))?
= A, Ag, Az sind nicht stochastisch unabhdingig

Ebenso sind mehr als 2 Ereignisse i.d.R. nicht stochastisch unabhdngig, wenn je-
weils 2 der Ereignisse stochastisch unabhdngig sind.

Bsp.: 2 maliges Werfen eines fairen Wiirfels

Q={1,...,6}, P Laplace-Verteilung

A1 ={1,3,5} x {1,...,6}  (Erste Augenzahl ist ungerade)

Ay ={1,...,6} x {1,3,5}  (Zweite Augenzahl ist ungerade)

Az = {(w1,w2) € Q| w1 + w2 ungerade} (Summe ist ungerade)
= ({1,3,5} x {2,4,6}) U ({2,4,6} x {1,3,5})

A1, Ag sind stochastisch unabhdngig
Ay, Az sind stochastisch unabhdngig
Ay, Az sind stochastisch unabhdngig

2,4,6 1,3,5
z.B. P(A2ﬂA3):P({2,4,6}x{1’3’5}):‘{a ,6} x {1,3, }’:3%:%

o &
=1 1= P(4) P(4g),

d.h. Ao, Az sind stochastisch unabhdngig.

Aber A1, As, As sind nicht stochastisch unabhdngig, denn
A1ﬁA2ﬂA3:@:>P(AlﬂA2ﬁA3) :O#P(Al)P(AQ)P(Ag) :é



3 Zufallsvariablen und ihre Verteilungen

Oft ist nicht das genaue Ergebnis eines Zufallsexperiments von Interesse, sondern nur
eine summarische Grofie, die einen gewissen Aspekt des Ergebnisses widerspiegelt

~» Abbildung X : Q — S, S # () beliebige Menge.
Zeichnung

Urbild von B unter X : X 1(B) = {w € Q| X(w) € B} = {X € B}
Erinnerung:

X4 5 B)=X"YA)uX1B)

XHANB)=X"YA)NnX"B)

X~1(A\ B) = X"1(4)\ X~1(B)

Satz & Definition 3.1 (Zufallsvariable). Ist (2, P) ein diskreter Wahrscheinlich-
keitsraum und S # 0 eine beliebige Menge, so wird eine Abbildung X : Q — S auch
S-wertige Zufallsvariable genannt.

Durch PX(B) := P(X~Y(B)) VB C S wird ein Wahrscheinlichkeitsmaf PX auf S
definiert, die sogenannte Verteilung von X.
(S, PX) ist ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum

Beweis: Offensichtlich PX(B) = P(X~1(B)) € [0,1]
PX(S) = P(X~1(9)) = P(?) =1
B; C S disjunkt (i € N)

= PX(UB)=P(XN(UB)) =P(UX'(B)) = L P(X"\(B) = . P¥(B)),
1€N €N zeNm 1€N 1€N

d.h. P ist o-additiv
(Q, P) diskreter Wahrscheinlichkeitsraum = 3Qy C © abzéhlbar mit P(Qg) = 1
So =X () ={X(w) |w e Qo} C S abzihlbar.

PX(Sp) = P(X"1(X(Q)) > P(Q) =1
d.h. PX(Sp) =1

Beispiel 3.2. 2 maliges Werfen eines fairen Wiirfels
Es interessiere nur die Augensumme

Modell: Q = {1, ...,6}2, P Laplace-Verteilung

13




X:Q—-4{2,.,12} =8
X(wl,WQ) = w1+ w2

Verteilung von PX von X hat Zihldichte fx gegeben durch

kesS: fx(k) = PY({k}) = P{X =k}

= P{(w1,w2) € Q| X(w1,w2) = w1 + w2 =k}

= P{(w,k—wi)|1<w <6,1<k—w; <6}

= P{(w1,k —w1) | max(1,k — 6) <w; <min(6,k —1)}
_{’gﬁl falls2 <k <7

S EE falsT<k<12

6—|k—7|
=—a—

Zufallsvariablen sollen als unabhingig angesehen werden, wenn alle durch sie aus-
driickbaren Ereignisse stochastisch unabhéngig sind.

Vk e S

Definition 3.3 ((P-)stochastische Unabhéngigkeit bei Zufallsvariablen). Sei (2, P) ein
diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.

Dann heifsen Zufallsvariablen X; : Q@ — S;, 1 < i < n (P-)stochastisch unabhingig, wenn
fir beliebige B; C S;,1 < i < n, die Ereignisse {X1 € B1},...,{X,, € By} stochastisch
unabhdngig sind.

Man beachte: (X1, ..., X,) : Q@ — 51 X -+ xS, ist eine Zufallsvariable.

Satz 3.4. In der Situation von Definition 3.3 sind dquivalent:

(i) X1,...,Xn sind stochastisch unabhingig
n

(i) VB; C Si(1 <i<n): P{X; € B;Vl1 <i<n}=[]P{X; € B;}
i=1

(i4i) Die Zihldichte f(x,, . x,) von P& Xn) hat die Form
fxu,x)(t1, o tn) = [Thi(ti) Vi € Si(1<i<n)
i=1

fiir geeignete Funktionen h; : S; — [0,00)
In dem Fall hat PXi die Zihldichte

sz‘ (tz) =C; hl(tl) Vti € Sz mit C; = ﬁ (31)

tesS;




Beweis:
(i) = (11) ist klar, da {X; € B;},1 <i <n, stochastlsch unabhéngig.

— P(O{X;€Bi}) = P{X: € BVl <i<n)— HP{X € B;}
i=1
(ii) = (iii) Speziell fir B; = {t;}

@ ﬂP{XZ- € B}
HP{X =t}

dhe fixro i (s tn) = P{UXiy o Xi) = (t1, 00y t0)} = f[lp{XZ. )= ﬁlei ()
d.h. (iii) = -
(iii) = (3.1)

= P{X; = t;, X; € S;Vj # i}

= Z f(X1,...,Xn)(t17 s tn)

tjESj
J#i

@ > Tt
t;€S8k=1
J#

Y YL Y Y Y [

t1€51t2€S2  t;—1E€Si—1tit1 ESH_l tn€Spk=1

= hi(t;) - H Z hi(tj) | = ¢ (Distributivgesetz)
7j=1 tjES]'
1#]

Die Darstellung fiir ¢; folgt aus der Bedingung > fx,(¢) = 1 an Zahldichten
tes;

(iii)=(ii) O.E. h; = fx,



VB; € S;
P{Xl eB;Vl<:< n} = P{(Xl,,Xn) € By X ... X Bn}
- Yo St t)

(t14eeestn)EB1X...X By,

= H Z fx, (t) (Distributivgesetz)

1=1t,€B;

= ﬁp{xi € B;}
=1

(i)=(1) zzZVJcC{l,..,n},J#0: {X;eB;VjelJ}=][P{X,¢c B;}
JjeJ
Dies folgt sofort aus (ii) mit B; := S; Vi ¢ J, denn dann P{X; € B;} = P(Q2) = 1 und
{X;eBjVjeJ}={X,eB;V1<i<n}

Beispiel 3.5. Zufallsexperiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0,1] werde n-mal
unabhdngig durchgefihrt.

Modell: @ = {0,1}",
wobei 0 einem Misserfolg und 1 einem Erfolg entspricht.

Def. Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf 0 mit Zihldichte
F(@) = P{(w1, i)} = pEl=iios (1 — p)Eia (1=
(denn bei jeder Durchfihrung Erfolgswahrscheinlichkeit p
~ Faktor p, wenn w; = 1, d.h. i-tes Experiment erfolgreich
Faktor (1 — p), wenn w; =0, d.h. i-tes Experiment Misserfolg )

Zufallsvariable X; : @ — {0,1}, X;(w) = w;, d.h.
X 0, falls i-tes Fxperiment Misserfolg
R falls i-tes Experiment Erfolg

Beh.: X1, ..., X, sind stochastisch unabhdngig.
Denn: Zihldichte von P&X1:-Xn)

f(Xl,...,Xn)(th 7tn) = P{(X17 ?X") = (t17 7tn)}
=PlweQ| Xi(w)=w;=t;V1<i<n}
= P{(t1, ..., tn)} = pXli=linti (1 — p)2iza(1=t)

ET 0o
=1



hat Produktgestalt.

Betrachte die Zufallsvariable Y := Y [i = 1]nX;, also die Anzahl der Erfolge in n Expe-
rimenten.
PY hat Zihldichte

n n

fr(k) = P{Y =k} = P{(w1, .. wn) € Q| Y(wi,wn) = Y _Xi(w) = w; =k}
i=1

=1
= > pra-pt

(W10 ) EQ

n
Zwi:k
i=1

= (Z) Pt (L —p)

denn es gibt genau (Z) Moglichkeiten, die k Stellen im Vektor (wi, ..., wy) auszuwdihlen,
an denen eine 1 steht.

Daher: PY = By ¢ Binomialverteilung (— Bsp 1.11.(i))

Speziellm = 1: B,y :  Bernoulli- Verteilung

Also sind X1, ..., X,, stochastisch unabhingig mit PXi = B1 p)

Beispiel 3.6. Capture-Recapture- Verfahren
Ziel: Schitze Anzahl N der Fische in einem See
Dazu:

1. Fange M Fische, markiere sie und lasse sie wieder frei.

2. Fange wieder n Fische, darunter seien m markierte.

Annahme: Fangwahrscheinlichkeit unter 2. sei fiir markierte und unmarkierte Fische
gleich

Modell: n-mal Ziehen ohne Zuriicklegen aus N Fischen und ohne Beriicksichtigung der
Reihenfolge.

Q={(wi,.r,wn) €{1, ..., N}" w1 <wz < ... <wp}

markierte Fische entsprechen den Nummern 1,..., M

P Laplace-Verteilung

X(w) =22l = 1nly, . an(wi) : Anzahl der markierten Fische
B s, 2 )

maogliche Werte von X(w) : 0 < X(w) <min(M,n),n — X(w) < N —-M
= Wertebereich von X : S := {max(0,n + M — N), ..., min(n, M)}




{w € Q] X(w) = m}|
2]

Berechne: P{X =m} =

Es gibt genau (AW{) Méglichkeiten, m markierte Fische aus M markierten Fischen zu
ziehen.
Es gibt genau (]x:%) Moglichkeiten, n — m nicht markierte Fische aus allen N — M
nicht markierten Fischen zu ziehen.
) - (523

= P{X =m} = 500 = Hy vy ({m)) Vm € S
Die rechte Seite gibt die "Zihldichte eines Wahrscheinlichkeitsmafes auf S an, der so
genannten hypergeometrische Verteilung H(n a1 pn)-
Es gilt also PX = H (N

Die hypergeometrische Verteilung beschreibt also die Anzahl der “Erfolge” beim Zie-
hen ohne Zuriicklegen, wdihrend die Binomialverteilung die Anzahl beim Ziehen mit
Zuriicklegen beschreibt.

Falls n < N, dann ist Ziehen mit oder ohne Zuriicklegen fast identisch und daher
Hn,pm)im} = B(m%){m} VO<m<n

Wir werden sehen: erwartete Anzahl markierter Fische = n - %,
wobei N unbekannt ist.
Einen Schdtzer fiir N kann man so motivieren, dass die tatsdchlich beobachtete Zahl
X (w) markierter Fische in etwa gleich der erwarteten Anzahl gesetzt wird:
M - M

Xwymn-—~»N:=|n-——

@8 o)

Im Fall, dass die Anzahl der Experimente n groff und die Erfolgswahrscheinlichkeit p
klein ist, kann By, ,) approximiert werden durch eine einfachere Verteilung.

Satz & Definition 3.7 (Poisson’scher Grenzwertsatz, “Gesetz der kleinen Zahlen”).
Ist p, € (0,1),n € N, so dass nh_)nrolon “pn = X> 0, so gilt fiir k € Ny
Tim B, , ) ({k}) = e a1 = k)
fa: Ng — [0, 1] ist eine Zihldichte.
Das zugehdrige Wahrscheinlichkeitsmafl Py heifit Poisson-Verteilung mit Parameter .

Beweis: (1 — )" — 77 falls 2, —

B(mpn){k} _ (Z) 'pﬁ . (1 _pn)n—k _ n-(n—il).;;.,..fszrl) (n _pn)k (1- %)n (1 _pn)—k ) %
AR oA

—

n—oo k! 7

da (n—i)/n —1Y0<i<k—1,(1—np,/n)" — e und wegen np, — A = p, — 0

schlieBlich (1 —p,)~% — 1.




Summen unabhdngiger Zufallsvariablen

Definition 3.8 (Faltung). Sind X,Y stochastisch unabhéingige R-wertige Zufallsvaria-
blen auf einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (Q, P), so heifit die Verteilung PX+Y
der Summe X+Y die Faltung von PX und PY, in Zeichen PX x PY

Ebenso wird die Zihldichte fx.y wvon PXYY die Faltung der Zihldichten fx wvon
PX und fy von PY genannt, i. Z. fx * fy

Satz 3.9. Sind in der Situation von Def. 3.8 X und Y Z-wertig, so gilt
fX * fy(n) = fo(k) o fy(n = k) Vn € Z

keZ

Beweis:
fx* fy(n)=P{X+Y =n}
:ZP{X:k,Y:n—k}

keZ

= P{X =k} - P{Y =n—k}
kEZ

= fo “fy(n—k)
keZ

Beispiel 3.10. Seien A1, A2 > 0. Dann hat Py, * Py, die Zihldichte

M x o (n Zf,\l “ro(n—k)

n n—=k
= Ze_/\l . L]f e M2 Ag )
— k! (n—k)!
—(A1t+A2) | k yn—k
e nlzkl TAL Ag

— e~ (itA2) E (M X)) = Faitas (n) Vn € Ny

Also Py, * Pry = Pay+xs

Beispiel 3.11 (Quicksort). Die Zahlen x1, ..., z,, die alle als verschieden angenommen
werden, sollen sortiert werden.
Der Algorithmus Quicksort erledigt diese Aufgabe wie folgt:

1. Wihle zufillig gleichverteilt ein x; aus




2. Ordne Zahlen z; < x; links von x; ~ X; Vektor von Zahlen < x;
3. Ordne Zahlen x; > x; rechts von x; ~ X, Vektor von Zahlen > x;

4. Verfahre mit X; und X, getrennt ebenso usw.

Beispiel. 3 7 2 6 15 1
1. Wahl 7: 3261 7| 13~ 5 Vergleiche
S—— =~
X X
2. Wahl 3: 2 1|3|6]7|13 ~ & Vergleiche
12|3]6]7|13 ~ 1 Vergleich

9 Vergleiche

worst case: gewdhlte Zahl jeweils kleinste oder gré’ﬂt(e :
‘ (n—1
Anzahl Vergleiche: (n — 1)+ (n—2) + ...+ 1 = =5~
best case: Speziell n = 2F — 1
ausgewdhlte Zahl jeweils mittlere

1. Schritt 2% — 2 Vergleiche ~ 2 Blicke mit Linge 281 — 1
2. Schritt 2 - (2= — 2) Vergleiche ~+ 4 Blicke mit Linge 2572 — 1 usw.
~ Gesamtzahl der Vergleiche:

(2F—1)+2-(2F1—2)+ .. +2.-(22-2)=(k—2)- 2" + 2~ n-logyn

2
Spdter: mittlere Zahl der bendtigten Vergleiche =~ I -Anzahl der Vergleiche beim best case

og 2
——
~2,89

Hier: Bestimme die Zihldichte der zufilligen Anzahl von Vergleichen, die zum Sortieren
bendtigt werden.

Wird die Zahl jeweils zufdllig gleichverteilt gewdhlt, so hdngt die Verteilung der An-
zahl von Vergleichen nur von der Anzahl n der Daten ab, nicht von deren Reihenfolge.

Z(X) = Zahl der Vergleiche, um Vektor X zu sortieren
Z(xla 73371) =n—1+ Z(Xl) + Z(XT)

Angenommen k-t kleinste Zahl ausgewdhlt:
Dann hat X; die Linge k — 1 und X, die Linge n — k

Zihldichte von Z(x1,...,xn) ¢ fa(m) = P{Z(z1,...,xn) = m} (hingt von n ab, nicht
von den genauen Werten x1, ..., Ty)

Dann
Bei gegebenem Wert k sind Z(X;), Z(X,) stochastisch unabhdngig, da die Zahlen jeweils



unabhdngig gewdhlt werden.

Da jeder Wert von k mit Wahrscheinlichkeit % angenommen wird, folgt

fo(l) = P{Z(X)) + Z(X;) =l —n+1}

=3 s Sl =+ 1)
k=1

= lZz:fkq(j) fak(l—n+1-)

n -
k=175=0

f1(0) =1
f2(1) =1

fn,m > 3 kann wie oben rekursiv berechnet werden.

Definition 3.12 (Markov-Kette und -Eigenschaft & iibergangswahrscheinlichkeit).
FEine Folge wvon Zufallsvariablen (Xp)nen, von S-wertigen Zufallsvariablen (S
héchstens abzihlbar) heiffit Markov-Kette, falls fir alle n € N, sg,...,8p+1 € S mit
P{Xn = Sp, Xp1 = Sp_1,..-, X0 = 80} >0
P(Xn+1 = Snp+1 | Xn=5n,Xn-1=58p-1,...,.X0 = 50)
= P(Xpt+1 = Sn+1 | Xn = sn) (Markov-FEigenschaft)

Die  Markov-Kette  heifst  homogen, falls die tbergangswahrscheinlichkeiten
ps = P(Xpp1 =t | X, = s) fir alle n € Nyg mit P{X,, = s} > 0 gleich
sind

Bei (homogenen) Markov-Ketten héingt das zukiinftige Verhalten nur vom gegenwirtigen
Zustand ab, nicht von der echten Vergangenheit.

Stochastisches Verhalten einer homogenen Markov-Kette ist eindeutig bestimmt durch
die Startverteilung PX° (z.B. durch Angabe der zugehérigen Zihldichte fo(s) = P{Xo =
s}) und die iibergangswahrscheinlichkeit pys, s,t € S.



Dann z.B.

P{Xo=s0,X1=51,X0 =352} = P(Xa =152 | X1 =51,X0 = 50) - P{X1 =51, X0 =50}
= Psysy - P(X1 = 81| Xo = s0) - P{Xo = s0}
= Psas1 * Psyso 'fO(SO)

Allgemein: P{X; € A;V0<i<n}= > fo(S0) " Psosy ‘- Psisa - - " DPsp_15n
SZ'EA»;
(0<i<n)

Beispiel 3.13. Spicler A und B spielen das folgende Gliicksspiel: Spieler A bestimmit
den FEinsatz und wirft eine Miinze.
Falls Kopf fillt, so zahlt B den Finsatz an A, sonst zahlt A den Einsatz an B.

Spieler A hat 1 € und bendtigt 5 €.

Er entschlief$t sich daher, die folgende “Kiihne Strategie” anzuwenden:

A setzt jeweils sein gesamtes Kapital, wenn er < g€ hat, sonst die Differenz aus 5 €
und seinem Kapital (so dass er in diesem Fall, die 5 € zusammen hat, wenn Kopf fdllt).
Das Spiel ist beendet, sobald Spieler A sein gesamtes Kapital verspielt hat oder aber 5 €
besitzt und das Spiel beendet.

Die Zufallsvariable X,, bezeichne das Kapital von A nach n Spielen. (Sobald das Spiel
beendet ist, soll sich der Wert nicht mehr dndern.) Die Wahrscheinlichkeit, dass Kopf
fallt, betrage jeweils p.

(Xn)nen, ist dann eine homogene Markov-Kette. Die folgende Grafik gibt alle mdglichen
tbergdnge von X, nach X1 sowie die zugehorigen tibergangswahrscheinlichkeiten wie-
der:

1-p

Z.B. ist von X,, = 4 nur ein Wechsel nach X, 11 = 5 mit Wahrscheinlichkeit p oder
nach Xy,11 = 3 mit Wahrscheinlichkeit 1 —p madglich, d.h. ps4 =p, p3a=1—p, pia =
0Vi ¢ {3,5}

Die Zustinde 1 und 5 heiffen absorbierend, da sie nicht wieder verlassen werden kinnen.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhdlt Spieler A schliefSlich 5 €7
pr=P(X; =5 fireinl >n| X, =k) (hingt nicht von n ab)
Dann:



p1 = P(X; =5 fir einl>n|X, =1)
=P(Xp+1=2,X;=5 fir einl >n|X, =1)+ P(X,41 =0,X; =5 fir einl >n|X, =1)
C P{Xn=1,Xa1 =2, X, =5 fireinl>n+1} P{X,= 1,Xn+10: 2}
P{X,=1,X,41 =2} P{X, =1}
=P(X;=5fireinl>n+1X,=1,X41=2) - P(Xp41|Xn=1)
= P(X; =5 fireinl>n+1|X,11 =2) pay
=D2-Pp

* = Markov-Figenschaft

Ebenso erhdlt man die Beziehungen:

pb2=Pp-p4a

ps=p+(1-p) m

pa=p+(1—p) p3

Diese 4 Gleichungen bilden ein lineares Gleichungssystem, das in Matrizschreibweise

wie folgt aussieht:

1 —p 0 0 D1 0
0 1 0 | [p2] _ 0
p—1 0 1 0 ps|  |p
0 0 p—1 1 D4 D

A

Da die Matriz A invertierbar ist, existiert eine eindeutige Ldsung pi,...,pa

(2-p)-p*
1—p2+42p3 —pt

Es gilt insbesondere p1 =

Zum Vergleich betrachten wir einen vorsichtigen Spieler A, der in der Situation von

Spieler A immer nur 1 € setzt.
Man erhdlt dann die folgende Grafik der moglichen iiberginge mit den zugehdrigen

tibergangswahrscheinlichkeiten:

p P
D@ TG O’
I—|:} 1-

1-p



Mit analogen tiberlequngen wie oben erhdlt man

Diese

1 —p 0 0 D1 0
p—1 1 —p 0 p2| |0
0 p—1 1 —p| [ps] (o0
0 0 p—1 1 P4 P

4
1—3p+4p? —2p3 + p*’

s System ist ebenfalls eindeutig l0sbar und es gilt nun p; =

Der Vergleich der Wahrscheinlichkeiten p1, dass Spieler A bzw. A mit der jeweiligen
Strategie schliefilich 5 € erhdlt, zeigt:

Ist p < 1/2, d.h. ist die Miinze ungiinstig fir Spieler A bzw. A, so ist die Er-
folgswahrscheinlichkeit py bei der kithnen Strategie grifSer als bei der vorsichtigen
Strategie. (Dies gilt auch fir die Wahrscheinlichkeit py, wenn Spieler A zu Beginn
k € besitzt (1 <k<4).)

Man kann zeigen: Die kithne Strategie mazimiert die Erfolgswahrscheinlichkeit py!

Istp > 1/2, d.h. ist die Miinze giinstig fiir Spieler A bzw. A, so ist die Erfolgswahr-
scheinlichkeit p1 bei der vorsichtigen Strategie grifier als bei der kiihnen Strategie.

Ist p=1/2, d.h. ist die Miinze fair, so betrigt die Erfolgswahrscheinlichkeit py, bei
beiden Strategien pr = k/5.

Man kann zeigen: Dies gilt fir alle mdéglichen Strategien, d.h. bei einem fairen
Spiel kann man seine Gewinnwahrscheinlichkeit nicht durch eine geschickte Spiel-
strategie verbessern!

Beispiel 3.14 (Ranking-Verfahren bei Google). Angenommen ein Surfer startet bei ei-
ner zufdllig ausgewdhlten Website, wihlt dann zufillig gleichverteilt einen Link, der von
dieser Seite wegfiihrt und verfihrt bei der ndchsten Seite wieder genauso.

Die Wahl des Links sei unabhdingig von dem Weg, auf dem die Seite erreicht wurde.

Nach

m Schritten (m “grofS”) befindet sich Surfer auf einer zufilligen Website und die

Wahrscheinlichkeit, dass er sich auf einer bestimmien Seite befindet, ist Maf fir die
Relevanz dieser Seite.

Modell

Webseiten durchnummeriert 1,...,N

X = Nr der Website, auf der der Surfer nach m Schritten ist.
S-wertige Zufallsvariable mit S = {1,...,N}

L;: Menge der Seiten, auf die von Seite i aus ein Link fihrt (Annahme: L; # ()

Dann



. ‘ 0 fallsjeL;
Gij:=PXmi1 =] !Xm—l)—{lLlil fallsi € L;
— P(Xm+1 :J ’ Xm = iaXm—l = im—l; "'7X0 = ’LO) V(io, ""im_l,i’j) €

mit P{Xm = Z.amel = ’L'mfl, ...,X() = Z()} >0

Sm+2

Also ist (Xim) >0 €ine homogene Markovkette
Gesucht: P{X,, =i} Vi € S fir “grofles m”
Definierte p(™) = (pgm))ieg mit pgm) = P{X,, =1}

Ubergangsmatriz Q = (g;i)1<ij<n = (¢ji)i,jes

Q st eine stochastische Matriz, d.h. alle Spaltensummen sind gleich 1
Denn
Z%z— ZP( m+1:j|Xm:i):P(Xm+1€S’Xm:i):1
JjES
Mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit ergibt sich:

N
P = P X1 =3} =Y P(Xms1 =5 | X = 1) - P(Xpn =)
=1

—Zqﬂpl =@ p™); VjeSs
:>pm+1 =Q .p =Q-(Q .p(m—l)) = 2 .p(m—l) — = QL)

Frage: Wie verhillt sich p‘m m) firm — oo?
Erinnerung: \ Figenwert der Matriz A mit Figenvektor v : & Av = \v



Satz von Perron:

Ist Matrix A nur mit strikt positiven Eintrigen, so existiert ein Figenwert A\ > 0,
der betragsmdjig strikt grofler ist als alle anderen Eigenwerte von A ; es existiert ein
Eigenvektor v zu A1, der strikt positive Eintrdge hat.

Ferner:

Ak oy
M
fir alle Vektoren v mit positiven Eintrigen und ein ¢ > 0 (das von v abhdngt)

— CUq1

Ist A eine stochastische Matrix und ist die Summe der Eintrdge von v gleich 1, dann ist
auch bei A -v die Summe der Eintrige = 1, also auch bei AF - v.
Daher A1 = 1 und Summen der Eintrige von cvy = 1.

Annahme (*): Es gibt ein mq, so dass Q™ nur strikt positive Eintrdge hat, d.h. man
kann in mqo Schritten von jeder Website zu jeder beliebigen Website gelangen.

Dann: Satz von Perron mit A = Q™0
pm =@ - p® = Amo . pO) — p. (m Vielfaches von my)
m—0o0
wobei ps ein Figenvektor mit Fintrdgen > 0 mit Eigenwert 1 und Spaltensumme 1 ist.

= (ps)i ist das gesuchte Maf fiir die Relevanz der Seite i.
Zugehdriges Wahrscheinlichkeitsmaf$ Ps{i} = (ps); heifst stationdre Verteilung der Markov-
Kette.
Ist P{Xo = Z} = (ps)i Vi,
dann P{Xp, =i} = (Q™° 'pl(o)) = (A-ps)i = (ps)i = P{Xo =i}

o Konvergenz A* - v = ps erfolgt exponentiell schnell.
—00

~ pg relativ effizent berechenbar

o Annnahme (*) lisst sich vermeiden durch folgende Modifikation:
Fiir (kleines) o € (0,1) wdihlt der Surfer jeweils gleichverteilt einen Link mit der
Wahrscheinlichkeit 1 — a aus und wdhlt eine beliebige Website mit Wahrschein-
lichkeit o gemdfS der Verteilung p (d.h. Website i mit Wahrscheinlichkeit « - p; ).

~ neue Ubergangsmatriz
l-—a)- Q+a-

erfillt die Annahme (*) falls alle p; > 0



4 Erwartungswert und Momente von
Zufallsvariablen

Definition 4.1. Erwartungswert & Mittelwert

(i) Der Erwartungswert einer R-wertigen Zufallsvariable X auf einem diskreten Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, P) ist def. als Ep(X) = E(X):= > x-P{X =}, falls
z€EX(Q)
Yolx| - P{X =2} <oo  (Andernfalls besitzt X keinen Erwartungswert)
zeX

(ii) Sei (R, Q) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, dann heifft p(Q) := > z-Q({x})

z€R
Mittelwert von @, falls Y |z|- Q({z}) < oo
zeX

Bemerkung 4.2. Id: R — R, Id(z) := =z (Identitit auf R)
= u(Q) = Eq(Id)

Umgekehrt: Ep(x) = u(PX),

denn

W(P¥)= Yo PX(a}) = Na-P{X =z} = ¥ - P{X =a} = Ep(X)

zeR zeR z€X(Q)

Satz 4.3. Transformationssatz Sei (Q, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum,
X :Q — S eine Zufallswariable und g : S — R. Dann gilt

EP(@) = Epx(9)
goX

Bewelis:

Epx(9)= > y-P*{g=vy}
y€g(S)

>

y€g(S)

= > y-PX'{g=1})

yeg(S) {g(X) y}

= Z y- P{g(X) =1y} = Ep(g9(X)) ,falls alle Summen absolut konvergieren.
y€9(X)()

27



Beispiel 4.4.

| B 1 fallswe A
(i) X =14, d.h. 14(w) = {0 fallsw ¢ A

= EX)=0-P{X=0}+1-P{X =1} =P(A)
(ii) X sei Py-verteilt, d.h. P{X =n} =e> 2. V¥n e Ny

E(X):Zn-P{X:n}:Zn-e_)‘-%
n=0 n=0 ’
o An—l
_ =X,
_A;e’ (n—1)!
n—1=k > Y A
= /\Ze i
k=0
=) P{k} =2
k=0

Satz 4.5. Seien X,Y Zufallsvariablen auf einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, P), die Erwartungswerte besitzen. Dann gilt:

(i) E(aX +Y)=a-E(X)+ E(®Y) (Va € R)
(i1) gilt X(w) <Y (w)Vw € Q, dann E(X) < E(Y)

Beweis: Im Wesentlichen direktes Nachrechnen.

Beispiel 4.6. Sei Y eine Zufallsvariable auf (Q, P) mit PX = B p)
Gesucht: E(X)

1. Lésung: Berechnen nach Definition

EX)=Yk-P{X=k}=) k- (Z) PP -p"F (= Bsp. 1.11)
k=0 k=0

n—1)! _ 1) —(k—
:n.p.z(k_l)!((é_l))_(k_l))!.pk L. (1 = p)(n-D-(-1)

_ n.p.ni(”_l)!.pj.(l_p)nlj
2 i —1-7)




2. Lésung: Bsp 3.5:
X; seien unabhdingige Zufallsvariablen mit
P{Xlzl}:p,P{XZ:O}: 1—p
n
= > X istB(np)-verteilt, hat also die gleiche Verteilung wie X

n=1
n

= B(X) = B( éx» — S E(X) = é(o-P{Xi — 0} +1-P{X; = 1}) = np

n=1

Beispiel 4.7. Erwartete Laufzeit von Quicksort ( Fortsetztung von Bsp. 3.11)

Z(x1, ..., xn) = Zufdllige Zahl der Vergleiche, die bendtigt werden, um 1, ..., Ty 2u SOr-
tieren.

Mit Wahrscheinlichkeit & wihle eine Zahl z; (1< j < n)

Sortiere Zahlen < x; in Vektor X; und Zahlen > x; in Vektor X,

Dann

Z(@1, e wa) =1 — 1+ Z(X)) + Z(X,)
pn = E(Z(x1,....20)) (hingt nur von n ab!)

Falls x; die k kleinste Zahl ist, dann hat X; die linge k-1 also

E(Z(X;)) = ux—1 und ebenso
E(Z(X,)) = ftn_y

Jeder Wert von k tritt mit der Wahrscheinlichkeit % auf.
Also

pin = B(Z(x1,..20)) =n— 1+ B(Z(X))) + E(Z(X,))

"1 "1
=n—1 = e =
n +Zn ke 1+Zn Hn—k

k=1 k=1

1 n—1 1 n—1
=—n—1 . . . .
n—1+- ;uﬁn ;u]

9 n—1
—n—142. ,



= Ny =
S nep— (1)

= n- pfn =
= Hn =

— Vollst.Induktion —

Umformungen liefern:

n+1
pn =2(n+1)- Y = —4n —2

J=1

n—1
n'(n—l)—l—Z-Zuj
7=0

=n-n—-1)—=Mn-1)-(n—2) 4+ 2pup—1

(n+ 1) " Mn—1 +2(n - 1)

n+1 n—1

'Mn—l+2'

n+1 (
n

n—2
Y i 9.1
n—1)+ n—1n

n

n—l'un2+2.
n

k—1 4
k=2 ~
=0

<2nlogn
> 2nlogn — 4n

{

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)
P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C) — P(ANB) — P(AN¢) — P(BNC) + P(ANBNC)

Satz 4.8 (Siebformel von Sylvester-Poincaré). Seien Ay, ..., A, C Q Ereignisse in einem
diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (2, P). Dann gilt:

2.

P(AiNA;NAL) — .+ (-1)"1P(A1N AN ... N Ay)

1<i<j<k<n




Beweis: 1Ac = 1—1A,1AQB = 1A‘1B

n n
ln =1-1nx =1—-1» =1—]]lge=1- 1—1g4,
U4 (0 Aie N A¢ Ul ’ Ul( )
i=1 i=1 i=1 1= 1=
n
1*21A + 0> Laday =+ (D14
1<i<j<n =1
—ZlA— D Lana, +o ’“ﬂA
1<i<j<n

n

= P(| |A}))=E(» = E(4;) - E(ana)+ ...+ (=1D)" 1B
(i_U1 1) <_UA1) 2 (A;) 1<;<n (1a;n4,) (-1) ( )
= i=1 - P(Al) >~ 1> (AlﬁAj) =1

Definition 4.9 (Varianz, Standardabweichung & Moment). Sei X eine R-wertige Zu-
fallsvariable auf einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (2, P).

(i) Existiert E(X), so wird

Var(X) :=E[(X - B(X))’] = Y (z — BE(X))*- P{X =z}

zeX

die Varianz von X genannt und \/Var(X) heifst Standardabweichung von X

(ii) Fiir k € N heifft E(X*) (im Falle der Ezistenz) das k-te Moment von X

Einschub:
X:QO—-R
Xk 0—-R
w = (X(w))*

Bemerkung 4.10. Die Varianz ist die mittlere quadratische Abweichung von X von
seinem Erwartungswert, also ein Maf dafiir wie stark die Zufilligen Werte um den
Erwartungswert streuen.

Var(X) = E((X — E(X))?) = BE(X? - 2X - E(X) + (E(X))?)

Insbesondere: 0 < Var(X) = E(X?) — (BE(X))? = E(X?) > (B(X))?




Beispiel 4.11. PX =P, = E(X) = A (— 4-4(ii))

B(X-(X-1)=)Y n-(n—1)-P{X =n}

:Zn-(n—l)-e_A

5 _x A 2
=A Z (n— 2
=1 (—4.4(id))

= )\?

= BE(X?) = B(X ( 1)+ E(X) =X+ A
= Var(X) = BE(X?) - ( (X)2=X2+X-X =)

AP
‘Tl

Satz 4.12 (Markov- & und Chebychev-Ungleichung). X sei eine Zufallsvariable mit
Erwartungswert E(X)

E(X])

Cc

(i) P{|X|>c} < Ve >0 Markov-Ungleichung

(it) P{{X — E(X)|>c} < Ve >0 Chebychev-Ungleichung

Beweis:

0) PUX > ¢ 0 B (1gxse) < B (2 1gxsn) < B (121) = ZUXD

c

(ii) in den Ubungen
Beispiel 4.13.
(i) Sei X Py-verteilt, A >0 — E(X) =\ = Var(X)
= P{X >} < E(CX) = % Ve >0 (Markov-Ungleichung)
und fir ¢ > A
Var(X) A

P{X>2c}=P{X-A>2c—-A<P{[X-A2>c- A} < (c— \)2 :(c—)\)2

Fiir ¢ < A —|— + 4/ A+ 4 ist die Markov-Ungleichung scharfer
und fiir ¢ > A+ 5 + 4/ A+ 1 ist die Chebychev-Ungleichung schdirfer

Oft sind beide Schranken viel grifiter als P{X > c}




(ii) Quicksort
Z(x1, ..., ) : Anzahl der Vergleiche, um die Zahlen x1, ..., T, zu sortieren.

<2nlogn
E(Z(x1,...,x)) {Z mlogn — An
Man kann zeigen: Var(Z(x1,...,xy)) < 3n(n —1)

=P{Z(z1,...,xy) > 2nlogn+a-n}
< P{|Z(x1,...,xn) — E(Z(21,...,x0))| > 2nlogn — E(Z(z1,...,25)) +a-n}

-~

>0
< P{’Z(flﬁl, ,l'n) - E(Z(J:la al‘n))‘ >a- n}
< Var(Z(xz1,...,xy) < 3
- (a-n)? ~ a?
Insbesondere: a = € - logn
3
= P{Z(x1,....,25) > (24 €)nlogn} < 0 Ve >0

62 (log n)2 n—oo

Also ist mit grofler Wahrscheinlichkeit die Anzahl der Vergleiche von der Griflenordnung
2nlogn, wenn der Datenumfang n grofS ist.

Bemerkung 4.14. Die Varianz ist im gegensatz zum Erwartungwert nicht linear im
Argument.

Var(aX +b) = E((aX +b— FE(aX +b))?)
—a-E(X)+b
= B(a® - (X — B(X))?)
=a’- E((X - B(X))?)

=a? Var(X) Va,b, € R

Var(X +Y) = E(X +Y = B(X +Y))?)

~——
—B(X)+E(Y)
= E((X — E(X)) + (Y — BE(X)))?)
E(X - B(X W+%X E(X))(Y = E(Y))+ (Y — E(Y))?

= Var( ) +2E((X — E(X))- (Y — E(Y)))+ Var(Y)



Definition 4.15 (Kovarianz & Korrelation).
Sind X, Y Zufallsvariablen mit Erwartungswerten E(X) bzw. E(Y).

Cov(X,Y) = E(X — E(X)) - (X — E(Y))) = E(XY) — BE(X) - B(Y)

heifst (im Falle der Exzistenz) die Kovarianz von X und Y.

Corr(X,Y) := Cov(X,Y)
T VVar(X) - Vary

heifst dann Korrelation von X und Y, falls Var(X) > 0,Var(Y) > 0.
X und Y heifien unkorreliert, falls Cov(X,Y) =0

Satz 4.16. Sind X und Y stochastisch unabhdngige Zufallsvariablen mit Erwartungs-
werten E(X) bzw E(Y), so gilt

E(X-Y)=E(X)-E(Y)

, d.h. Yund Y sind unkorreliert.

Bewelis:

E(X-Y)= Y z-y P{X=u1Y =y}
zeX ()
yeY (Q)
= Z x-y-P{X =2z} -P{Y =y} (da stochastisch Unabhingig)
zeX(Q)
yeY (Q)

= Y e PX =2} Yy PY =y} = E(X) E(Y)

zeX(Q) yeY ()

Korollar 4.17. Sind Xi,...X,  Zufallsvariablen mit  Erwartungswerten
E(X1),....,E(Xy). Dann gilt:

n

Var(ZXi) = iVar(Xi) +2- Z Corr(X1,X;) (4.1)

i=1 1<i<j<n

Sind die Zufallsvariablen Xi, ..., X,, unabhingig (oder schwdicher: unkorreliert), so gilt
insbesondere

Var(ZXi) = ZV@T(X,»)
i=1 i=1




Beweis:
4.1 folgt aus Bemerkung 4.14, der Rest mit Definition 4.15 und Satz 4.16

Beispiel 4.18. X sei eine B, ,)-verteilte Zufallsvarmble
Bsp. 8.5: X hat die selbe Verteilung wie ZXZ, X, sind stochastisch unabhdngig und X;
ist By, py-verteilt, d.h. P{X; =1} = p, P{X =0}=(1-p)

Var(X) =Var (ZX) (2 Zn:Var(X
n=1

=n-Var(Xy) =n- (B(X} ) — (B(X1))%)
~—
=X
=n-(p—p)=n-p-(1-p)
Bemerkung 4.19. Der Wert einer Zufallsvariable X wurde beobachtet. Daraus soll der
Wert der Zufallsvariable Y vorhergesagt werden.
Dabei sollen zur Approximation von Y nur lineare Funktionen von X verwendet werden.

Als Maf fiir die Approximationsgiite/Vorhersagegiite verwenden wir
E((Y — (aX +b))?) : mittlerer quadratischer Vorhersagefehler

Wiihle a,b, so, dass E((Y — (aX + b))?) minimal wird.

E((Y — (aX +b))}) = Var(Y — (aX + B)) + (E(X — (aX 4 b)))?
=Var(Y —aX) + (E(Y) — a(B(X) — b)?

E((Y — (aX +b))?) wird als Funktion von b minimiert durch
b=E(Y)—-aE(X)

= E((Y —(aX +b)}) =Var(Y)+a® - Var(X) +2- Cov(Y, —aX)
ﬁ_/

=—aCov(X,Y)
2
Cov(X,Y) (Cov(X,Y))?
=la-VVar(X) - —m== | +Var(Y) - ———
< &0 Var(X)) (¥) Var(X)
. _ Cov(X,Y)
= minimalstelle a = Var(x) falls Var(X) >0
: T ., Cou(X,Y)

= beste lineare Approzimation fiir'Y ist Var(X) (X —EX))+E(®Y)
= beste lineare Approzimation firY = Y- E(Y) ] OOT(X Y) . X — BX)
Var(Y \/Var ) Var(Y) /Var(X)

Corr(X,Y) =X



Beobachte: E(Y) = 0,Var(Y) =1

Der zugehorige mittlere quadratische Approximationsfehler ist

E((¥ — Corr(X,Y) - X)?) = Va:(y) E((Y - (aX + b))
w1y [y CnXY)P
- Var(Y) (V <Y Var(X) >>
=1— (Corr(X,Y))? (= Corr(X,Y) € [-1,1))

|Corr(X,Y)| = 1= kein Vorhersagefehler
Corr(X,Y) = 0= mazimaler Vorhersagefehler

Korrelation ist nur Maf$ fiir Stdrke des linearen Zusammenhangs zwischen X und Y.
Es ist moglich, dass X,Y unkorreliert sind, aber Y vollstindigt durch X bestimmit ist.

(Blédes) Beispiel:
Sei P{X =1} =P{X =-1} =3
V=X’=X-Y=X=X
= E(X -Y)=EX)=EX)-E(Y), dh. unkorreliert.
(Blodes Beispiel, da Y konstant ist.)



