1 Mathematische Modelle von

Zufallsexperimenten
Grundbegriffe
Grundraum: nicht leere Menge €2 # ()
Enthélt alle moglichen Ergebnisse eines Zufallsexperimentes.
Ereignis: Teilmenge A C Q2

Nicht immer wird jede Teilmenge als Ereignis bezeichnet,

sondern nur Mengen aus einem Mengensystem A C 2%

Sprechweise: Ereignis A tritt ein < Ergebnis w liegt in A
Elementarereignis: w € ()

Vorsicht: w ist kein Ereignis!

Aber {w} ist ein Ereignis, falls A geeignet gewiihlt ist.

Beispiel 1.1.

(i) Werfen eines Wiirfels
Q={1,..,6}
FEreignis “Augenzahl ist gerade”: A = {2,4,6}

(i) In einem Netzwerk werden Lingen (in Byte) der ersten n = 10° Datenpakete be-
obachtet
QO=N"= {(W1, ...,wn)]wi eNV1I<:i< 77,}
Interpretation: w; = Ldnge des i-ten Paketes
Ereignis “Das grofite Paket umfasst mazimal 10”7 Byte”
A= {(w1,.ywp) | w; <107V1 < < n}

“Rechnen mit Ereignissen”

Seien A, B C () Ereignisse. Dann ist

e AUB={weQ|we Aoderwe B}
Ereignis, dass A eintritt oder B eintritt

e ANB={weN|weAundw e B}
Ereignis, dass A und B eintritt

e A\B={weQ|we A,w¢ B} Ereignis, dass A eintritt, aber nicht B eintritt



e ACB
Wenn A eintritt, dann tritt auch B ein.

Im Wahrscheinlichkeitsmodell soll jedem Ereignis eine Wahrscheinlichkeit (W.) zuge-
ordnet werden.

Diese miissen “zueinander passen”.
Z.B. muss bei A C B die Wahrscheinlichkeit von A < Wahrscheinlichkeit von B sein
(Monotonie)

Mathematisch: Abbildung P:A—-R
mit Normierung P(0) =0 Ereignis, das nie eintritt, hat W. 0
P(Q)=1 Ereignis, das immer eintritt, hat W. 1

~ P:A—0,1]

Welche Abb. P sind sinnvoll?

—  Folien ”1. Ansatz: Inhaltlicher Zusammenhang”
bis ”Subjektivistische” ...

Axiomatischer Zugang - Kolmogorov (1933)

Fordere Eigenschaften von P
Zur Motivation: Fiir die relativen Héufigkeiten (“empirischen Wahrscheinlichkeiten”) P,
gilt
Pn(Q) =1, Pn(q)) =0
A, B disjunkt (d.h. AN B = () = P,(AU B) = P,(A) + P,(B)
k k

Induktiv folgt: Ereignisse Ay, ..., Ay disjunkt = P,(|J 4;) = >_ Pu(4;)

i=1 i=1

endl. Wahrscheinlichkeitsraum & Wahrscheinlichkeitsmal

Definition 1.2 (endl. Wahrscheinlichkeitsraum & Wahrscheinlichkeitsmaf}). Ein
endlicher Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Paar (S, P) bestehend aus einem endlichen
Grundraum Q # 0 und einer Abbildung P : 2% — [0,1] mit den Eigenschaften:

e P() =1
o A B CQ disjunkt = P(AU B) = P(A) + P(B) (Additivitdit)
P heifst dann Wahrscheinlichkeitsmapf.




Beispiel 1.3.

(i) vgl. Beispiel 1.1.(i): einmaliges Werfen eines fairen Wiirfels
Q={1,..6}
. _ 1Al _ 1A
ACQ:PA) =15 =%
- 1
insbesondere P({w}) = &

(ii) Werfen zweier ununterscheidbarer fairer Wiirfel
Q= {(w1,w2) | wi,ws € {1,...,6},w1 < wa}
Hier ist es nicht sinnvoll, jeder Menge {(w1,w2)} die gleiche Wahrscheinlichkeit
zuzuweisen, denn z.B. gibt es 2 Mdaglichkeiten (1,2) zu erhalten, aber nur eine fiir

(1,1).
1 _
P({w;,w :{%,m—wz
i R v A

Fir A C Q folgt
P(A) = X P({w})

w€EA

Satz 1.4. Sei (2, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum, dann gilt
(i) P(0) =0

=1 =1
(iii) P(A®) =1 — P(A) VA C Q
(i) AC BC Q= P(B\ A) = P(B) — P(A)
(v) A,BC Q= P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)
k

k
(’Ui) VAl, ocog A, C Q= P( U Az) < ZP(AZ) (Subadditivitdt)
=1 =1

Beweis: (i) - (v) iibungen

i—1
(Vi) Def. B; := Al, B; := A; \ -UlAj CAV2<i<k
J:
= By, ..., By disjunkt (denn fiir i < gilt B; C A;, A; N B; = 0)
k k
UBi= UA
i=1 i=1
k k (i) & k
= P( _1Ai) = P(‘L_JIBZ-) = ;P(Bi) < ;P(Ai)

(2
(Ist w € A; fiir ein ¢ und ist 4, das kleinste solche i, dann ist w € B;)




Definition 1.5 (Gleichverteilung oder Laplace-Verteilung). Ist Q endlich, so heifst das
durch

P(A) =13, ACq,
definierte Wahrscheinlichkeitsmaf$ die Gleichverteilung oder Laplace-Verteilung auf €.

1.6 Urnenmodelle

Wenn Gleichverteilung betrachtet wird, sind nur Méchtigkeiten von Mengen zu bestim-
men.
Oft hilfreich sind Urnenmodelle

Situation

Es sind die Kugeln 1,...,n in der Urne und es wird k-mal aus der Urne gezogen.
Es wird unterschieden, ob

e mit oder ohne Zuriicklegen gezogen wird

e mit oder ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge gezogen wird

1.6 (a) Ziehen mit Zuriicklegen und mit Beriicksichtigung der Reihenfolge

Grundraum Qo ={1,..,n}" ={(w,...,wp) | w; €{1,...,n}}
Interpretation: w  =(wi,...,wg) € Q4

= im i-ten Zug werde Kugel w; gezogen
Q| = nF

1.6 (b) Ziehen ohne Zuriicklegen, aber mit Beriicksichtigung der Reihenfolge
Qy = {(wla "'awn) €y | Wi 7£ w;Vl <i<j < k}

Interpretation wie bei (a), Q| =n-(n—1)-...-(n—k+1) = (nﬁi'k),

Begriindung: n Moglichkeiten fiir wy
dann n — 1 Moglichkeiten fiir wo bei gegebenem wy
dann n — 2 Moglichkeiten fiir w3 bei gegebenen wy, ws

dann n — k + 1 Moglichkeiten fiir wy bei gegebenen wy, ..., wg_1




1.6 (c) Ziehen ohne Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge

Ordne gezogene Kugelnummern nach Grofie

Qc = {(wlw'-ywk) S Qa | w1 <wo <. < wk}

Es gibt zu jedem (w1,...,wi) € Q genau k! verschiedene Méglichkeiten die k
verschiedenen Kugelnummern anzuordnen.

D.h. jedem w € €). entsprechen k! Elemente aus 2

Q n: n
= [Qe| = |T?| = k!(nlk)! = (})

1.6 (d) Ziehen mit Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge

Qg = {(wi,ywp) € Q |w1 Swp < S wyi}
Die Abbildung

S:Qq— {((211, ,(I)k) S {1,...,77, +k— 1}k ’ w1 <wg < ... < (Ijk} = ﬁc
S(wl,...,wk) = (wl,wg +1l,w3+2,...,wp+k+ 1)

ist eine Bijektion.

Q. ist vom gleichen Typ wie €, mit n ersetzt durch n + k — 1.

Also |Q] = |0 € (1)

Beispiel 1.7. (i) Lotto 6 aus 49

(ii)

6 Kugeln werden ohne Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der Rethenfolge aus
49 Kugeln gezogen

L) B gibt () = 13.983.816 Maglichkeiten

Alle Mdéglichkeiten sind gleich wahrscheinlich
= Gewinnwahrscheinlichkeit fir ein Los (41—9) ~7,15-1078
6

Sucht man bei Yahoo nach Schlagwortern “Hausdepp Kartenspiel”, so gibt es un-
ter den ersten 10 ausgegebenen Links genau einen, unter dem die Regeln dieses
Kartenspiels zu finden sind. Seir € {1,...,10} die Nummer dieses Links.

Sie probieren die 10 Links in zufilliger Reihenfolge durch, bis Sie auf den Link mit
den Regeln stoflen.

Wie grof8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass Sie genau k Versuche brauchen?

~ Ziehen ohne Zuriicklegen und mit Berticksichtigung der Reihenfolge
Q= {(wl, ...,wk) S {1, ceey 10}k | w; # WjV’i # j}



Ereignis “Erfolg nach genau k Versuchen”

A={(w1,...;wk—1,7) |wi € {1,..., 10} \{r}V1 <i <k -1}
entspricht 9-maligem Ziehen ohne Zuricklegen aus {1,...,10} \ {r}

|
= |41 = g=i=on

_ _ 1o
9= mo-m
Bei Gleichverteilung
_ A9 1
PA) =g =% =1
Bei 2 richtigen Links erhdlt man auf dhnliche Weise

|A| = % (da es nun 2 Mdglichkeiten fiir den k-ten Versuch gibt)

_ 10!
€2 = (T0—k)!

P(A) — |A‘ 8!2~(10—k)! _ 2(10—k) 10—k

08— (k—1))! — 109 45

Liegt wie z.B. im Beispiel 1.1(ii) kein endlicher, sondern ein abzéhlbarer Grundraum
vor, dann ist die Additivitdt nicht mehr ausreichend.

Definition 1.8 (diskretes Wahrscheinlichkeitsmafl & -raum). Sei Q # () eine beliebige
nicht-leere Menge.
Eine Abbildung P : 2% — [0,1] heift diskretes Wahrscheinlichkeitsmap, falls

(i) P(Q) =1

(i) VA, C Q, n € N disjunkt: P(|J An) = > P(Ay) (¢ o-Additivitit ”)
neN neN

(iii) Es existiert eine (hdochstens) abzihlbare Menge Qo C Q mit P(p) = 1.

Dann heifit (2, P) diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.

Satz 1.4 gilt vollig analog auch fiir diskrete Wahrscheinlichkeitsraume.
Es gilt sogar in Verallgemeinerung von 1.4(vi)

Satz 1.9. Sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und A, C QVn € N

Dann gilt  P(J An) < > P(4,) ( “o-Subadditivitit”)
neN neN




Beweis:

(i) 3Qp C Q abzéhlbar, P(p) =1
= P(ro) =0
= Vw € Q°: f(w) = P{w}) < P(°) =0
= Qr C Qo = Qr abzdhlbar, d.h. (a).
(b) ist Spezialfall von (1.1) mit A =Q
(1.1) folgt aus der o-Additivitdt von P, denn

P(A)=P(ANQr)+ P(ANQr°)

=P(AﬂQT)
=P J {wh
wEANQT
= Y PUwh= ) flw=) f)
WEANQT wEANQT wEA

da f(w) = 0Vw ¢ Qr
(ii) Def. P(A) gemaB (1.1) fiir alle A C Q
Dann ist P ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmaf3, denn
e P ¥ 5w @1
e A, CQ, nwee?\l, disjunkt

SP(Ud)= ¥ fw=3X ¥ fw)2 P,

neN wEUneN An neNweA, neN



()

(i)

11 b
e PO T @) = X 1w 2
weQp weN
und Q7 ist abzéhlbar nach (a)

Also ist P ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmafl mit P({w}) (L f(w) d.h. fist
Zdhldichte von P. Dass P das einzige diskrete Wahrscheinlichkeitsmafl mit diesen
Eigenschaften ist, folgt aus (1.1).

Beispiel 1.11.

Seip € [0,1]
L= (=) = (1)t -t

=:f(k)

Dies definiert eine Funktion f : {0,...,n} = Q — [0,1], die 1.10(a) und 1.10(b)
erfillt, also die Zdihldichte eines diskreten Wahrscheinlichkeitsmafes auf € ist.
Dieses Wahrscheinlichkeitsmaf$ heif$t Binomialverteilung B
d-h. B, py({k}) = (Z)pk (1=p)" % vEke{0,..,n}
Spiter: B, ) beschreibt zufillige Anzahl der Erfolge bei n-maliger unabhingiger
Durchfiihrung eines Zufallsexperiments mit Erfolgswahrscheinlichkeit p.

n,p)

Frage : Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit, dass man k mal wiirfeln muss, bevor
das erste Mal 6 gewiirfelt wird?

Bei fairem Wiirfel:
5 ) k

Wahrscheinlichkeit, k-mal keine 6 zu wiirfeln = (6

Wahrscheinlichkeit, beim (k + 1)-ten Mal 6 zu wirfeln = (%)

= gesuchteW ahrscheinlichkeit = (%)k . % Vk € Ny

Allgemein: Fir p € (0,1] definiert
f(k)=(@1-p)* p, keN,

eine Zihldichte auf No, denn Ng st abzdhlbar und

Z f(k') =p- Z (1 _p)k geometrzicheReihep. 17&7 ; -1
keNo neNy P

Das zugehérige Wahrscheinlichkeitsmaf$ heifit geometrische Verteilung G,
und beschreibt die Anzahl der Misserfolge bis zum ersten Erfolg bei unabhingiger
Durchfiihrung eines Zufallsexperiments mit Erfolgswahrscheinlichkeit p.



2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und
Unabhangigkeit

Gesucht: Wahrscheinlichkeit, dass Ereignis A eintritt, wenn bekannt ist, dass Ereignis B
eintritt/eintreten wird.

Ein Experiment wird n mal durchgefiihrt
na = Anzahl der Experimente, bei denen A eintritt
np = Anzahl der Experimente, bei denen B eintritt
nang = Anzahl der Experimente, bei denen A und B eintreten

empirisches Gesetz der groflen Zahlen:
Fir “grofie” n gilt =4 ~ P(A), "B~ P(B), ™05 ~P(ANDB)

n

Zur Bestimmung obiger Wahrscheinlichkeit betrachtet man nur Experimente, bei de-

nen B eingetreten ist.
s ManB _ manB/n ., P(ANB)

P np/m = TPB) falls der Nenner > 0.

Definition 2.1 (bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B). Sei (2, P) ein diskreter
Wahrscheinlichkeitsraum, B C Q mit P(B) > 0, A C Q2. Dann heifit

P(A| B) = 2552
die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B

Beispiel 2.2. (vergleiche Prdsenziibungsblatt 2, A3)
Beim Skatspiel hat Spieler 1 keinen Buben erhalten.
Wie grof$ ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass Spieler 2 oder Spieler 3 alle 4 Buben
erhalten hat?
Modell: @ = {(w1, o, W10, W11, -+, W20, W, -+, W30, W31, W32, ) € K32 | w; # wj Vi # 5}
—_——

Karten Sp.1 Karten Sp.2 KartenSp.3 Stock
mit K = {KreuzAs, PikAs, ..., Karo7} Menge aller Karten

P Laplace-Verteilung
C={weQ|{w,..,wo}N{KreuzBube, Pik Bube, HerzBube, KaroBube} = ()}
Ergebnis, dass Spieler 1 keinen Buben erhdlt.
By = {w € Q | {KreuzBube, Pik Bube, HerzBube, KaroBube} C {wi1,...,wa0}}
Ereignis, dass Spieler 2 alle Buben erhdlt.
analog: By Ereignis, dass Spieler 8 alle Buben erhdlt.




:>Bgﬁ33:®, ByuB3CC

28!
= . |
= o - 22!
~~ 2

1
L: Anzahl der Mdoglichkeiten, 10 Karten fiir Spieler 1 aus 28 “Nicht-Buben” zu ziehen
(siehe 1.6(b))
2: Anzahl der Moglichkeiten, die restlichen 22 Karten zu verteilen.

|Ba| € |Bs| in Prdsenzaufgabe.

Gesuchte Wahrscheinlichkeit:
21 P((B2UBs)N Q)

P(B2U33|C): P(C)
P(B3) + P(Bs)
P(C)
|B2| , |Bs]
_ ﬁ + ﬁ _ |B2| + |B3| _ 2. |B2’ — Prisenzaufg. — E ~0.057
el ] C] & 200 %"

Satz 2.3 (totale Wahrscheinlichkeit & Bayes). Sei (2, P) ein diskreter Wahrschein-
lichkeitsraum, B; C Q(i € I) disjunkt, \JB; = Q, I (hochstens) abzihlbar und

el
P(B;))>0,ACQ

(i) Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

P(A) = %P(A | B;) - P(B;)

(ii) Satz von Bayes

Falls P(A) > 0,k € I, dann
P(A | Bg) - P(By)

PBe | 4) = SP(A]5) - P(B)

Beweis:

() S P(A| B PB) = S 240 ppy — p(U(anBy) = P(A),
el el P(BZ) iel

da AN B; disjunkt.

P(ANBg)  P(A|Bg) P(Bg)

= Beh. mit (i)




Beispiel 2.4. Trisomie 21: genetischer Defekt, verursacht Down-Syndrom

Der Defekt kann schon bei Féten durch eine Fruchtwasseruntersuchung erkannt werden.
In 99% der Fille, in denen Trisomie 21 vorliegt, ist der Test positiv;
in 98% der Fille, in denen Trisomie 21 nicht vorliegt, fillt der Test negativ aus.

Betrachte die Ereignisse:
D: Trisomie 21 liegt vor
T: Test positiv
Dann gilt
P(T| D)=0,99 Sensitivitit des Tests
P(T¢| D) =0,98 Spezifitit des Tests
= P(T | D¢) = 0,02

Was bedeutet es, wenn der Test positiv ist?

P(D‘T)B%es P(T‘D)P(D) B 1
P(T[D)-P(D)+ P(T | D) - P(D7) ~ 14 LOEITDT

P(D) entspricht der relativen Hdufigkeit, mit der Trisomie 21 in der betrachteten
Bevdlkerungsgruppe auftritt.

25 jihrige Schwangere: P(D) =~ % = P(D|T)=~0,035
43 jihrige Schwangere: P(D) = = = P(D|T)=~0,503

Wihrend das Baby einer 45jihrigen Schwangeren also etwa mit Wahrscheinlichkeit 1/2
tatsdchlich Trisomie 21 aufweist, wenn der Test positiv ausfdllt, ist dies bei 25jihrigen
Schwangeren dennoch nur mit einer Wahrscheinlichkeit von unter 4% der Fall.

Generell ist die Aussagekraft von derartigen medizinischen Tests selbst bei hoher Sen-
sitivitdt und Spezifitdt sehr beschrinkt, wenn die Erkrankungswahrscheinlichkeit sehr
gering ist. Daher ist in einem solchen Fall ein allgemeines Screening sinnlos.

Wird A nicht von B beeinflusst, so sollte P(A | B) = P(A) gelten.

Definition 2.5 ((P-)stochastisch unabhéngig). Sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlich-
keitsraum. Ereignisse A, B C Q heiffen (P-)stochastisch unabhdingig, falls
P(ANnB)=P(A)-P(B)

Definition 2.6 ((P-)stochastisch unabhéngig allgemein). Ereignisse Ai,...,A, C Q
in einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (2, P) heiflen (P-)stochastisch unabhdngig,
wenn fiir jede Indexmenge I C {1,...,n}, I # 0, gilt

P(NA4:) = []P(A)

iel el




Bemerkung 2.7.

(i)

(i)

(iii)

Definition 2.6 stellt sicher, dass jede beliebige Auswahl A;,i € I C {1,...,n} aus
unabhdngigen Ereignissen A1, ..., An auch wieder unabhdngig sind.

Mehr als 2 Ereignisse Ax, ..., Ay, sind im allgemeinen nicht stochastisch unabhingig,
n

wenn nur P(|J A;) = ]n_[P(Ai)
i=1 i=1
Ist z.B. Ay =0, so gilt P( ﬁ A)=P0)=0= ln—[P(Ai)
i=1 i

Ist Ay = A3 = A mit P(A) € (0,1), so gilt
P(Ay N A3) = P(A) # P(As) - P(A3) = (P(4))?
= A, Ag, Az sind nicht stochastisch unabhdingig

Ebenso sind mehr als 2 Ereignisse i.d.R. nicht stochastisch unabhdngig, wenn je-
weils 2 der Ereignisse stochastisch unabhdngig sind.

Bsp.: 2 maliges Werfen eines fairen Wiirfels

Q={1,...,6}, P Laplace-Verteilung

A1 ={1,3,5} x {1,...,6}  (Erste Augenzahl ist ungerade)

Ay ={1,...,6} x {1,3,5}  (Zweite Augenzahl ist ungerade)

Az = {(w1,w2) € Q| w1 + w2 ungerade} (Summe ist ungerade)
= ({1,3,5} x {2,4,6}) U ({2,4,6} x {1,3,5})

A1, Ag sind stochastisch unabhdngig
Ay, Az sind stochastisch unabhdngig
Ay, Az sind stochastisch unabhdngig

2,4,6 1,3,5
z.B. P(A2ﬂA3):P({2,4,6}x{1’3’5}):‘{a ,6} x {1,3, }’:3%:%

o &
=1 1= P(4) P(4g),

d.h. Ao, Az sind stochastisch unabhdngig.

Aber A1, As, As sind nicht stochastisch unabhdngig, denn
A1ﬁA2ﬂA3:@:>P(AlﬂA2ﬁA3) :O#P(Al)P(AQ)P(Ag) :é



3 Zufallsvariablen und ihre Verteilungen

Oft ist nicht das genaue Ergebnis eines Zufallsexperiments von Interesse, sondern nur
eine summarische Grofie, die einen gewissen Aspekt des Ergebnisses widerspiegelt

~» Abbildung X : Q — S, S # () beliebige Menge.
Zeichnung

Urbild von B unter X : X 1(B) = {w € Q| X(w) € B} = {X € B}
Erinnerung:

X4 5 B)=X"YA)uX1B)

XHANB)=X"YA)NnX"B)

X~1(A\ B) = X"1(4)\ X~1(B)

Satz & Definition 3.1 (Zufallsvariable). Ist (2, P) ein diskreter Wahrscheinlich-
keitsraum und S # 0 eine beliebige Menge, so wird eine Abbildung X : Q — S auch
S-wertige Zufallsvariable genannt.

Durch PX(B) := P(X~Y(B)) VB C S wird ein Wahrscheinlichkeitsmaf PX auf S
definiert, die sogenannte Verteilung von X.
(S, PX) ist ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum

Beweis: Offensichtlich PX(B) = P(X~1(B)) € [0,1]
PX(S) = P(X~1(9)) = P(?) =1
B; C S disjunkt (i € N)

= PX(UB)=P(XN(UB)) =P(UX'(B)) = L P(X"\(B) = . P¥(B)),
1€N €N zeNm 1€N 1€N

d.h. P ist o-additiv
(Q, P) diskreter Wahrscheinlichkeitsraum = 3Qy C © abzéhlbar mit P(Qg) = 1
So =X () ={X(w) |w e Qo} C S abzihlbar.

PX(Sp) = P(X"1(X(Q)) > P(Q) =1
d.h. PX(Sp) =1

Beispiel 3.2. 2 maliges Werfen eines fairen Wiirfels
Es interessiere nur die Augensumme

Modell: Q = {1, ...,6}2, P Laplace-Verteilung
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X:Q—-4{2,.,12} =8
X(wl,WQ) = w1+ w2

Verteilung von PX von X hat Zihldichte fx gegeben durch

kesS: fx(k) = PY({k}) = P{X =k}

= P{(w1,w2) € Q| X(w1,w2) = w1 + w2 =k}

= P{(w,k—wi)|1<w <6,1<k—w; <6}

= P{(w1,k —w1) | max(1,k — 6) <w; <min(6,k —1)}
_{’gﬁl falls2 <k <7

S EE falsT<k<12

6—|k—7|
=—a—

Zufallsvariablen sollen als unabhingig angesehen werden, wenn alle durch sie aus-
driickbaren Ereignisse stochastisch unabhéngig sind.

Vk e S

Definition 3.3 ((P-)stochastische Unabhéngigkeit bei Zufallsvariablen). Sei (2, P) ein
diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.

Dann heifsen Zufallsvariablen X; : Q@ — S;, 1 < i < n (P-)stochastisch unabhingig, wenn
fir beliebige B; C S;,1 < i < n, die Ereignisse {X1 € B1},...,{X,, € By} stochastisch
unabhdngig sind.

Man beachte: (X1, ..., X,) : Q@ — 51 X -+ xS, ist eine Zufallsvariable.

Satz 3.4. In der Situation von Definition 3.3 sind dquivalent:

(i) X1,...,Xn sind stochastisch unabhingig
n

(i) VB; C Si(1 <i<n): P{X; € B;Vl1 <i<n}=[]P{X; € B;}
i=1

(i4i) Die Zihldichte f(x,, . x,) von P& Xn) hat die Form
fxu,x)(t1, o tn) = [Thi(ti) Vi € Si(1<i<n)
i=1

fiir geeignete Funktionen h; : S; — [0,00)
In dem Fall hat PXi die Zihldichte

sz‘ (tz) =C; hl(tl) Vti € Sz mit C; = ﬁ (31)

tesS;




Beweis:
(i) = (11) ist klar, da {X; € B;},1 <i <n, stochastlsch unabhéngig.

— P(O{X;€Bi}) = P{X: € BVl <i<n)— HP{X € B;}
i=1
(ii) = (iii) Speziell fir B; = {t;}

@ ﬂP{XZ- € B}
HP{X =t}

dhe fixro i (s tn) = P{UXiy o Xi) = (t1, 00y t0)} = f[lp{XZ. )= ﬁlei ()
d.h. (iii) = -
(iii) = (3.1)

= P{X; = t;, X; € S;Vj # i}

= Z f(X1,...,Xn)(t17 s tn)

tjESj
J#i

@ > Tt
t;€S8k=1
J#

Y YL Y Y Y [

t1€51t2€S2  t;—1E€Si—1tit1 ESH_l tn€Spk=1

= hi(t;) - H Z hi(tj) | = ¢ (Distributivgesetz)
7j=1 tjES]'
1#]

Die Darstellung fiir ¢; folgt aus der Bedingung > fx,(¢) = 1 an Zahldichten
tes;

(iii)=(ii) O.E. h; = fx,



VB; € S;
P{XZ e B, Vl1<i< n} = P{(Xl,,Xn) € By x..x Bn}
= Z f(X1,...,Xn)(t17"‘7tn)

(t14eeestn)EB1X...X By,
n

= H Z fx, (t:) (Distributivgesetz)

1=1t,€B;

= ﬁP{Xi € B;}
=1

(i)=@1) zZ VJC{l,.,n},J#0: {X;€B;VjeJ}=]]P{X; € B;}
Jj€J
Dies folgt sofort aus (ii) mit B; := S; Vi ¢ J, denn dann P{X; € B;} = P(Q?) = 1 und
{XjGBjVjEJ}:{XZ'EBiV1§i§n}
Beispiel 3.5. Zufallsexperiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0,1] werde n-mal
unabhdngig durchgefiihrt.

Modell: Q@ = {0,1}",
wobei 0 einem Misserfolg und 1 einem Erfolg entspricht.

Def. Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf @ mit Zdhldichte

Wy n
F@) = PLw1, i)} =p=5 - (1= p)Siai-e)
(denn bei jeder Durchfiihrung Erfolgswahrscheinlichkeit p
~ Faktor p, wenn w; = 1, d.h. i-tes Experiment erfolgreich
Faktor (1 — p), wenn w; = 0, d.h. i-tes Experiment Misserfolg )

Zufallsvariable X; : @ — {0,1}, X;(w) = w;, d.h.
Y. — 0, falls i-tes Fxperiment Misserfolg
Y, falls i-tes Experiment Erfolg

Beh.: X1,..., X,, sind stochastisch unabhdngig.
Denn: Zihldichte von PX1-Xn)

fxxn) (1, s tn) = P{(X1, .., Xn) = (t1, . tn) }
=PlweQ| Xi(w)=w;=t;V1<i<n}

iti n
P{(tl, 7tn)} = pi:l . (1 _ p)zi:1(1_ti)

= ﬁ (ptz‘ (1 _p)(lfti)>



hat Produktgestalt.

Betrachte die Zufallsvariable Y := Y X;, also die Anzahl der Erfolge in n Experimenten.
i=1
PY hat Zihldichte

n n

fr(k) = P{Y =k} = P{(w1, ..., wn) € Q| Y (w1, .0n) = Y _Xi(w) =) wi =k}
=1

=1
= > a-pt

(‘Ulv'"vwn)eﬂ
S wi=k
i=1

= (Z) pF (1 —pF

denn es gibt genau (Z) Méglichkeiten, die k Stellen im Vektor (w1, ...,wn) auszuwdhlen,
an denen eine 1 steht.

Daher: P¥ = B, : Binomialverteilung (— Bsp 1.11.(i))

Spezielln = 1: By )+ Bernoulli- Verteilung

Also sind X1, ..., X,, stochastisch unabhingig mit PXi = B1,p)

Beispiel 3.6. Capture-Recapture- Verfahren
Ziel: Schitze Anzahl N der Fische in einem See
Dazu:

1. Fange M Fische, markiere sie und lasse sie wieder frei.

2. Fange wieder n Fische, darunter seien m markierte.

Annahme: Fangwahrscheinlichkeit unter 2. sei fiir markierte und unmarkierte Fische
gleich

Modell: n-mal Ziehen ohne Zuriicklegen aus N Fischen und ohne Berticksichtigung der
Reihenfolge.
Q={(wi,.c,wn) €{1,.. ., N}" w1 <wz < ... <wp}
markierte Fische entsprechen den Nummern 1, ..., M
P Laplace-Verteilung
n

X(w) = > 1q,. my(wi) - Anzahl der markierten Fische
i=1

. 1 fallsw; € {1,... M
Erinnerung: 1{1,...,M}(w1) = {0 j‘falls w; ¢ %1 M%

maogliche Werte von X(w) : 0 < X(w) <min(M,n),n — X(w) <N - M
= Wertebereich von X : S := {max(0,n+ M — N),...,min(n, M)}



{w € Q] X(w) = m}|
2]

Berechne: P{X =m} =

Es gibt genau (AW{) Méglichkeiten, m markierte Fische aus M markierten Fischen zu
ziehen.
Es gibt genau (]x:%) Moglichkeiten, n — m nicht markierte Fische aus allen N — M
nicht markierten Fischen zu ziehen.
) - (523

= P{X =m} = 500 = Hy vy ({m)) Vm € S
Die rechte Seite gibt die "Zihldichte eines Wahrscheinlichkeitsmafes auf S an, der so
genannten hypergeometrische Verteilung H(n a1 pn)-
Es gilt also PX = H (N

Die hypergeometrische Verteilung beschreibt also die Anzahl der “Erfolge” beim Zie-
hen ohne Zuriicklegen, wdihrend die Binomialverteilung die Anzahl beim Ziehen mit
Zuriicklegen beschreibt.

Falls n < N, dann ist Ziehen mit oder ohne Zuriicklegen fast identisch und daher
Hn,pm)im} = B(m%){m} VO<m<n

Wir werden sehen: erwartete Anzahl markierter Fische = n - %,
wobei N unbekannt ist.
Einen Schdtzer fiir N kann man so motivieren, dass die tatsdchlich beobachtete Zahl
X (w) markierter Fische in etwa gleich der erwarteten Anzahl gesetzt wird:
M - M

Xwymn-—~»N:=|n-——

@8 o)

Im Fall, dass die Anzahl der Experimente n groff und die Erfolgswahrscheinlichkeit p
klein ist, kann By, ,) approximiert werden durch eine einfachere Verteilung.

Satz & Definition 3.7 (Poisson’scher Grenzwertsatz, “Gesetz der kleinen Zahlen”).
Ist p, € (0,1),n € N, so dass nh_)nrolon “pn = X> 0, so gilt fiir k € Ny
Tim B, , ) ({k}) = e a1 = k)
fa: Ng — [0, 1] ist eine Zihldichte.
Das zugehdrige Wahrscheinlichkeitsmafl Py heifit Poisson-Verteilung mit Parameter .

Beweis: (1 — )" — 77 falls 2, —

B(mpn){k} _ (Z) 'pﬁ . (1 _pn)n—k _ n-(n—il).;;.,..fszrl) (n _pn)k (1- %)n (1 _pn)—k ) %
AR oA

—

n—oo k! 7

da (n—i)/n —1Y0<i<k—1,(1—np,/n)" — e und wegen np, — A = p, — 0

schlieBlich (1 —p,)~% — 1.




Summen unabhdngiger Zufallsvariablen

Definition 3.8 (Faltung). Sind X,Y stochastisch unabhéingige R-wertige Zufallsvaria-
blen auf einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (Q, P), so heifit die Verteilung PX+Y
der Summe X+Y die Faltung von PX und PY, in Zeichen PX x PY

Ebenso wird die Zihldichte fx.y wvon PXYY die Faltung der Zihldichten fx wvon
PX und fy von PY genannt, i. Z. fx * fy

Satz 3.9. Sind in der Situation von Def. 3.8 X und Y Z-wertig, so gilt
fX * fy(n) = fo(k) o fy(n = k) Vn € Z

keZ

Beweis:
fx* fy(n)=P{X+Y =n}
:ZP{X:k,Y:n—k}

keZ

= P{X =k} - P{Y =n—k}
kEZ

= fo “fy(n—k)
keZ

Beispiel 3.10. Seien A1, A2 > 0. Dann hat Py, * Py, die Zihldichte

M x o (n Zf,\l “ro(n—k)

n n—=k
= Ze_/\l . L]f e M2 Ag )
— k! (n—k)!
—(A1t+A2) | k yn—k
e nlzkl TAL Ag

— e~ (itA2) E (M X)) = Faitas (n) Vn € Ny

Also Py, * Pry = Pay+xs

Beispiel 3.11 (Quicksort). Die Zahlen x1, ..., z,, die alle als verschieden angenommen
werden, sollen sortiert werden.
Der Algorithmus Quicksort erledigt diese Aufgabe wie folgt:

1. Wihle zufillig gleichverteilt ein x; aus




2. Ordne Zahlen z; < x; links von x; ~ X; Vektor von Zahlen < x;
3. Ordne Zahlen x; > x; rechts von x; ~ X, Vektor von Zahlen > x;

4. Verfahre mit X; und X, getrennt ebenso usw.

Beispiel. 3 7 2 6 15 1
1. Wahl 7: 3261 7| 13~ 5 Vergleiche
S—— =~
X X
2. Wahl 3: 2 1|3|6]7|13 ~ & Vergleiche
12|3]6]7|13 ~ 1 Vergleich

9 Vergleiche

worst case: gewdhlte Zahl jeweils kleinste oder gré’ﬂt(e :
‘ (n—1
Anzahl Vergleiche: (n — 1)+ (n—2) + ...+ 1 = =5~
best case: Speziell n = 2F — 1
ausgewdhlte Zahl jeweils mittlere

1. Schritt 2% — 2 Vergleiche ~ 2 Blicke mit Linge 281 — 1
2. Schritt 2 - (2= — 2) Vergleiche ~+ 4 Blicke mit Linge 2572 — 1 usw.
~ Gesamtzahl der Vergleiche:
(2F —2)+2-(2F 1 —2) 4. 428 2. (22 -2) = (k—2)- 2" + 2~ n-logyn

2
Spdter: mittlere Zahl der bendtigten Vergleiche =~ I -Anzahl der Vergleiche beim best case

og 2
——
~2,89

Hier: Bestimme die Zihldichte der zufilligen Anzahl von Vergleichen, die zum Sortieren
bendtigt werden.

Wird die Zahl jeweils zufdllig gleichverteilt gewdhlt, so hdngt die Verteilung der An-
zahl von Vergleichen nur von der Anzahl n der Daten ab, nicht von deren Reihenfolge.

Z(X) = Zahl der Vergleiche, um Vektor X zu sortieren
Z(xla 73371) =n—1+ Z(Xl) + Z(XT)

Angenommen k-te kleinste Zahl ausgewdhlt:
Dann hat X; die Linge k — 1 und X, die Linge n — k

Zihldichte von Z(x1,...,xn) ¢ fa(m) = P{Z(z1,...,xn) = m} (hingt von n ab, nicht
von den genauen Werten x1, ..., Ty)

Dann
Bei gegebenem Wert k sind Z(X;), Z(X,) stochastisch unabhdngig, da die Zahlen jeweils



unabhdngig gewdhlt werden.

Da jeder Wert von k mit Wahrscheinlichkeit % angenommen wird, folgt

fo(l) = P{Z(X)) + Z(X;) =l —n+1}

=3 s Sl =+ 1)
k=1

= lZz:fkq(j) fak(l—n+1-)

n -
k=175=0

f1(0) =1
f2(1) =1

fn,m > 3 kann wie oben rekursiv berechnet werden.

Definition 3.12 (Markov-Kette und -Eigenschaft & Ubergangswahrscheinlichkeit).
FEine Folge wvon Zufallsvariablen (Xp)nen, von S-wertigen Zufallsvariablen (S
héchstens abzihlbar) heiffit Markov-Kette, falls fir alle n € N,sg,...,8p+1 € S mit
P{Xn = Sp, Xp—1 = Sp_1,.-, X0 = 80} >0
P(Xn—H = Sn+1 ‘ Xn = Sann—l = Sn—1, ---7X0 = 30)
= P(Xpn4+1 = Sn+1 | Xn = sn) (Markov-FEigenschaft)

Die  Markov-Kette heift homogen, falls die  Ubergangswahrscheinlichkeiten
pts = P(Xpt1 =t | X = s) fir alle n € No mit P{X,, = s} > 0 gleich
sind

Bei (homogenen) Markov-Ketten hingt das zukiinftige Verhalten nur vom gegenwértigen
Zustand ab, nicht von der echten Vergangenheit.

Stochastisches Verhalten einer homogenen Markov-Kette ist eindeutig bestimmt durch
die Startverteilung PX° (z.B. durch Angabe der zugehérigen Zihldichte fo(s) = P{Xo =
s}) und die Ubergangswahrscheinlichkeit pss, s,t € S.



Dann z.B.

P{Xo=s0,X1=51,X0 =352} = P(Xa =152 | X1 =51,X0 = 50) - P{X1 =51, X0 =50}
= Psysy - P(X1 = 81| Xo = s0) - P{Xo = s0}
= Psas1 * Psyso 'fO(SO)

Allgemein: P{X; € A;V0<i<n}= > fo(S0) " Psosy ‘- Psisa - - " DPsp_15n
SZ'EA»;
(0<i<n)

Beispiel 3.13. Spicler A und B spielen das folgende Gliicksspiel: Spieler A bestimmit
den FEinsatz und wirft eine Miinze.
Falls Kopf fillt, so zahlt B den Finsatz an A, sonst zahlt A den Einsatz an B.

Spieler A hat 1 € und bendtigt 5 €.

Er entschlief$t sich daher, die folgende “Kiihne Strategie” anzuwenden:

A setzt jeweils sein gesamtes Kapital, wenn er < g€ hat, sonst die Differenz aus 5 €
und seinem Kapital (so dass er in diesem Fall, die 5 € zusammen hat, wenn Kopf fdllt).
Das Spiel ist beendet, sobald Spieler A sein gesamtes Kapital verspielt hat oder aber 5 €
besitzt und das Spiel beendet.

Die Zufallsvariable X,, bezeichne das Kapital von A nach n Spielen. (Sobald das Spiel
beendet ist, soll sich der Wert nicht mehr dndern.) Die Wahrscheinlichkeit, dass Kopf
fallt, betrage jeweils p.

(Xn)nen, ist dann eine homogene Markov-Kette. Die folgende Grafik gibt alle mdglichen
Uberginge von X, nach X, sowie die zugehirigen Ubergangswahrscheinlichkeiten wie-
der:

1-p

Z.B. ist von X,, = 4 nur ein Wechsel nach X, 11 = 5 mit Wahrscheinlichkeit p oder
nach Xyp11 = 3 mit Wahrscheinlichkeit 1 —p mdglich, d.h. ps4 =p, p3a=1—p, pia =
0vi ¢ {3,5}

Die Zustinde 1 und 5 heiffen absorbierend, da sie nicht wieder verlassen werden kinnen.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhdlt Spieler A schlieflich 5 €7
pr=P(X; =5 fireinl >n| X, =k) (hingt nicht von n ab)
Dann:



p1 = P(X; =5 fir einl>n|X, =1)
=P(Xp+1=2,X;=5 fir einl >n|X, =1)+ P(X,41 =0,X; =5 fir einl >n|X, =1)

0
CP{Xn=1,X,11=2,X;=5 fireml>n+1} P{X,=1 X1 =2}
P{X, =1, Xps1 =2} P{X, =1}

= P(X; =5 fir einl>n+1Xp =1, Xps1 = 2) - P(Xn 11| Xn = 1)
= P(X; =5 fireinl>n+1|X,11 =2) pay
=Dp2-p

* = Markov-Figenschaft

Ebenso erhdlt man die Beziehungen:

b2 =D pa

ps=p+(1—p)m

pa=p+(1-p) ps

Diese 4 Gleichungen bilden ein lineares Gleichungssystem, das in Matrizschreibweise
wie folgt aussieht:

1 —p 0 0 D1 0
0 1 0 | [p2] _ 0
p—1 0 1 0 ps|  |p
0 0 p—1 1 D4 D

A

Da die Matriz A invertierbar ist, existiert eine eindeutige Ldsung pi,...,pa

(2-p)-p*
1—p2+42p3 —pt

Es gilt insbesondere p1 =

Zum Vergleich betrachten wir einen vorsichtigen Spieler A, der in der Situation von

Spieler A immer nur 1 € setzt.
Man erhdlt dann die folgende Grafik der mdglichen Uberginge mit den zugehdrigen
Ubergangswahrscheinlichkeiten:

p P
D@ TG O’
I—|:} 1-

1-p



Mit analogen tiberlequngen wie oben erhdlt man

Diese

1 —p 0 0 D1 0
p—1 1 —p 0 p2| |0
0 p—1 1 —p| [ps] (o0
0 0 p—1 1 P4 P

4
1—3p+4p? —2p3 + p*’

s System ist ebenfalls eindeutig l0sbar und es gilt nun p; =

Der Vergleich der Wahrscheinlichkeiten p1, dass Spieler A bzw. A mit der jeweiligen
Strategie schliefilich 5 € erhdlt, zeigt:

Ist p < 1/2, d.h. ist die Miinze ungiinstig fir Spieler A bzw. A, so ist die Er-
folgswahrscheinlichkeit py bei der kithnen Strategie grifSer als bei der vorsichtigen
Strategie. (Dies gilt auch fir die Wahrscheinlichkeit py, wenn Spieler A zu Beginn
k € besitzt (1 <k<4).)

Man kann zeigen: Die kithne Strategie mazimiert die Erfolgswahrscheinlichkeit py!

Istp > 1/2, d.h. ist die Miinze giinstig fiir Spieler A bzw. A, so ist die Erfolgswahr-
scheinlichkeit p1 bei der vorsichtigen Strategie grifier als bei der kiihnen Strategie.

Ist p=1/2, d.h. ist die Miinze fair, so betrigt die Erfolgswahrscheinlichkeit py, bei
beiden Strategien pr = k/5.

Man kann zeigen: Dies gilt fir alle mdéglichen Strategien, d.h. bei einem fairen
Spiel kann man seine Gewinnwahrscheinlichkeit nicht durch eine geschickte Spiel-
strategie verbessern!

Beispiel 3.14 (Ranking-Verfahren bei Google). Angenommen ein Surfer startet bei ei-
ner zufdllig ausgewdhlten Website, wihlt dann zufillig gleichverteilt einen Link, der von
dieser Seite wegfiihrt und verfihrt bei der ndchsten Seite wieder genauso.

Die Wahl des Links sei unabhdngig von dem Weg, auf dem die Seite erreicht wurde.

Nach

m Schritten (m “grofS”) befindet sich Surfer auf einer zufilligen Website und die

Wahrscheinlichkeit, dass er sich auf einer bestimmien Seite befindet, ist Maf fir die
Relevanz dieser Seite.

Modell

Webseiten durchnummeriert 1,...,N

X = Nr der Website, auf der der Surfer nach m Schritten ist.
S-wertige Zufallsvariable mit S = {1,...,N}

L;: Menge der Seiten, auf die von Seite i aus ein Link fihrt (Annahme: L; # ()

Dann



. ‘ 0 fallsjeL;
qij._P(XmH—J!Xm—l)—{lLlil falls i € L;
= P(Xm+1 :] ’ Xm = i,Xm—l = ’L.m—la ..-,XO = ’LO) V(io, "'aim—bi’j) € Sm+2

mit P{Xm = Z.amel = ’L'mfl, ...,X() = Z()} >0

Also ist (Xim) >0 €ine homogene Markovkette
Gesucht: P{X,, =i} Vi € S fir “grofies m”
Definierte p™) = (pgm))ieg mit pgm) = P{X,, =1}

Ubergangsmatriz Q = (g;i)1<ij<n = (¢ji)i,jes

Q st eine stochastische Matriz, d.h. alle Spaltensummen sind gleich 1
Denn

N
Ygii= > PXmy1=j|Xm=1)=PXpn1€5|X,,=1)=1
j=1 jES

Mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit ergibt sich:

N
pgmH) = P{Xmy1 =7} = ZP(Xm+1 =J | Xm =1) - P(Xm =1)

i=1
N
Sgion™ =@ p™);  Vje
i=1
N pm+1 =Q .p(m) =Q-(Q _p(m—l)) _ Qz .p(m—l) - Qm—H _po

Frage: Wie verhdllt sich p"™ fiir m — oco?
Erinnerung: A Eigenwert der Matrix A mit Eigenvektor v : < Av = \v



Satz von Perron:

Ist Matrix A nur mit strikt positiven Eintrigen, so existiert ein Figenwert A\ > 0,
der betragsmdjig strikt grofler ist als alle anderen Eigenwerte von A ; es existiert ein
Eigenvektor v zu A1, der strikt positive Eintrdge hat.

Ferner:

Ak oy
M
fir alle Vektoren v mit positiven Eintrigen und ein ¢ > 0 (das von v abhdngt)

— CUq1

Ist A eine stochastische Matrix und ist die Summe der Eintrdge von v gleich 1, dann ist
auch bei A -v die Summe der Eintrige = 1, also auch bei AF - v.
Daher A1 = 1 und Summen der Eintrige von cvy = 1.

Annahme (*): Es gibt ein mq, so dass Q™ nur strikt positive Eintrdge hat, d.h. man
kann in mqo Schritten von jeder Website zu jeder beliebigen Website gelangen.

Dann: Satz von Perron mit A = Q™0
pm =@ - p® = Amo . pO) — p. (m Vielfaches von my)
m—0o0
wobei ps ein Figenvektor mit Fintrdgen > 0 mit Eigenwert 1 und Spaltensumme 1 ist.

= (ps)i ist das gesuchte Maf fiir die Relevanz der Seite i.
Zugehdriges Wahrscheinlichkeitsmaf$ Ps{i} = (ps); heifst stationdre Verteilung der Markov-
Kette.
Ist P{Xo = Z} = (ps)i Vi,
dann P{Xp, =i} = (Q™° 'pl(o)) = (A-ps)i = (ps)i = P{Xo =i}

o Konvergenz A* - v = ps erfolgt exponentiell schnell.
—00

~ pg relativ effizent berechenbar

o Annnahme (*) lisst sich vermeiden durch folgende Modifikation:
Fiir (kleines) o € (0,1) wdihlt der Surfer jeweils gleichverteilt einen Link mit der
Wahrscheinlichkeit 1 — a aus und wdhlt eine beliebige Website mit Wahrschein-
lichkeit o gemdfS der Verteilung p (d.h. Website i mit Wahrscheinlichkeit « - p; ).

~ neue Ubergangsmatriz
l-—a)- Q+a-

erfillt die Annahme (*) falls alle p; > 0



4 Erwartungswert und Momente von
Zufallsvariablen

Definition 4.1. Erwartungswert & Mittelwert

(i) Der Erwartungswert einer R-wertigen Zufallsvariable X auf einem diskreten Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, P) ist def. als Ep(X) = E(X):= > x-P{X =}, falls
z€EX(Q)
Yolx| - P{X =2} <oo  (Andernfalls besitzt X keinen Erwartungswert)
zeX

(ii) Sei (R, Q) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, dann heifft p(Q) := > z-Q({x})

z€R
Mittelwert von @, falls Y |z|- Q({z}) < oo
zeX

Bemerkung 4.2. Id: R — R, Id(z) := =z (Identitit auf R)
= u(Q) = Eq(Id)

Umgekehrt: Ep(x) = u(PX),

denn

W(P¥)= Yo PX(a}) = Na-P{X =z} = ¥ - P{X =a} = Ep(X)

zeR zeR z€X(Q)

Satz 4.3 (Transformationssatz). Sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum,
X :Q — S eine Zufallsvariable und g : S — R. Dann gilt

EP(@) = Epx(9)
goX

Bewelis:

Epx(9)= > y-P*{g=vy}
y€g(S)

>

y€g(S)

= > y-PX'{g=1})

yeg(S) {g(X) y}

= Z y- P{g(X) =1y} = Ep(g9(X)) ,falls alle Summen absolut konvergieren.
y€9(X)()

27



Beispiel 4.4.

| B 1 fallswe A
(i) X =14, d.h. 14(w) = {0 fallsw ¢ A

= EX)=0-P{X=0}+1-P{X =1} =P(A)
(ii) X sei Py-verteilt, d.h. P{X =n} =e> 2. V¥n e Ny

E(X):Zn-P{X:n}:Zn-e_)‘-%
n=0 n=0 ’
o An—l
_ =X,
_A;e’ (n—1)!
n—1=k > Y A
= /\Ze i
k=0
=) P{k} =2
k=0

Satz 4.5. Seien X,Y Zufallsvariablen auf einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, P), die Erwartungswerte besitzen. Dann gilt:

(i) E(aX +Y)=a-E(X)+ E(®Y) (Va € R)
(i1) gilt X(w) <Y (w)Vw € Q, dann E(X) < E(Y)

Beweis: Im Wesentlichen direktes Nachrechnen.

Beispiel 4.6. Sei Y eine Zufallsvariable auf (Q, P) mit PX = B p)
Gesucht: E(X)

1. Lésung: Berechnen nach Definition

EX)=Yk-P{X=k}=) k- (Z) PP -p"F (= Bsp. 1.11)
k=0 k=0

n—1)! _ 1) —(k—
:n.p.z(k_l)!((é_l))_(k_l))!.pk L. (1 = p)(n-D-(-1)

_ n.p.ni(”_l)!.pj.(l_p)nlj
2 i —1-7)




2. Lésung: Bsp 3.5:
X; seien unabhdingige Zufallsvariablen mit
P{Xlzl}:p,P{XZ:O}: 1—p
n
= > X ist By, p)-verteilt, hat also die gleiche Verteilung wie X

n=1
n

= B(X) = B( éx» — S E(X) = é(o-P{Xi — 0} +1-P{X; = 1}) = np

n=1

Beispiel 4.7. Erwartete Laufzeit von Quicksort ( Fortsetztung von Bsp. 3.11)

Z(x1, ..., xn) = Zufdllige Zahl der Vergleiche, die bendtigt werden, um 1, ..., Ty 2u SOr-
tieren.

Mit Wahrscheinlichkeit & wihle eine Zahl z; (1< j < n)

Sortiere Zahlen < x; in Vektor X; und Zahlen > x; in Vektor X,

Dann

Z(@1, e wa) =1 — 1+ Z(X)) + Z(X,)
pn = E(Z(x1,....20)) (hingt nur von n ab!)

Falls x; die k kleinste Zahl ist, dann hat X; die linge k-1 also

E(Z(X;)) = ux—1 und ebenso
E(Z(X,)) = ftn_y

Jeder Wert von k tritt mit der Wahrscheinlichkeit % auf.
Also

pin = B(Z(x1,..20)) =n— 1+ B(Z(X))) + E(Z(X,))

"1 "1
=n—1 = e =
n +Zn ke 1+Zn Hn—k

k=1 k=1

1 n—1 1 n—1
=—n—1 . . . .
n—1+- ;uﬁn ;u]

9 n—1
—n—142. ,



= Ny =
S nep— (1)

= n- pfn =
= Hn =

— Vollst.Induktion —

Umformungen liefern:

n+1
pn =2(n+1)- Y = —4n —2

J=1

n—1
n'(n—l)—l—Z-Zuj
7=0

=n-n—-1)—=Mn-1)-(n—2) 4+ 2pup—1

(n+ 1) " Mn—1 +2(n - 1)

n+1 n—1

'Mn—l+2'

n+1 (
n

n—2
Y i 9.1
n—1)+ n—1n

n

n—l'un2+2.
n

k—1 4
k=2 ~
=0

<2nlogn
> 2nlogn — 4n

{

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)
P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C) — P(ANB) — P(AN¢) — P(BNC) + P(ANBNC)

Satz 4.8 (Siebformel von Sylvester-Poincaré). Seien Ay, ..., A, C Q Ereignisse in einem
diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (2, P). Dann gilt:

2.

P(AiNA;NAL) — .+ (-1)"1P(A1N AN ... N Ay)

1<i<j<k<n




Beweis: 1Ac = 1—1A,1AQB = 1A‘1B

n n
ln =1-1nx =1—-1» =1—]]lge=1- 1—1g4,
U4 (0 Aie N A¢ Ul ’ Ul( )
i=1 i=1 i=1 1= 1=
n
1*21A + 0> Laday =+ (D14
1<i<j<n =1
—ZlA— D Lana, +o ’“ﬂA
1<i<j<n

n

= P(| |A}))=E(» = E(4;) - E(ana)+ ...+ (=1D)" 1B
(i_U1 1) <_UA1) 2 (A;) 1<;<n (1a;n4,) (-1) ( )
= i=1 - P(Al) >~ 1> (AlﬁAj) =1

Definition 4.9 (Varianz, Standardabweichung & Moment). Sei X eine R-wertige Zu-
fallsvariable auf einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (2, P).

(i) Existiert E(X), so wird

Var(X) :=E[(X - B(X))’] = Y (z — BE(X))*- P{X =z}

zeX

die Varianz von X genannt und \/Var(X) heifst Standardabweichung von X

(ii) Fiir k € N heifft E(X*) (im Falle der Ezistenz) das k-te Moment von X

Einschub:
X:QO—-R
Xk 0—-R
w = (X(w))*

Bemerkung 4.10. Die Varianz ist die mittlere quadratische Abweichung von X von
seinem Erwartungswert, also ein Maf dafiir wie stark die Zufilligen Werte um den
Erwartungswert streuen.

Var(X) = E((X — E(X))?) = BE(X? - 2X - E(X) + (E(X))?)

Insbesondere: 0 < Var(X) = E(X?) — (BE(X))? = E(X?) > (B(X))?




Beispiel 4.11. PX =P, = E(X) = A (— 4-4(ii))

B(X-(X-1)=)Y n-(n—1)-P{X =n}

:Zn-(n—l)-e_A

5 _x A 2
=A Z (n— 2
=1 (—4.4(id))

= )\?

= BE(X?) = B(X ( 1)+ E(X) =X+ A
= Var(X) = BE(X?) - ( (X)2=X2+X-X =)

AP
‘Tl

Satz 4.12 (Markov- & und Chebyshev-Ungleichung). X sei eine Zufallsvariable mit
Erwartungswert E(X)

E(X])

Cc

(i) P{|X|>c} < Ve >0 Markov-Ungleichung

(it) P{{X — E(X)|>c} < Ve >0 Chebyshev-Ungleichung

Beweis:

0) PUX > ¢ 0 B (1gxse) < B (2 1gxsn) < B (121) = ZUXD

c

(ii) in den Ubungen
Beispiel 4.13.
(i) Sei X Py-verteilt, A >0 — E(X) =\ = Var(X)
= P{X >} < E(CX) = % Ve >0 (Markov-Ungleichung)
und fir ¢ > A
Var(X) A

P{X>2c}=P{X-A>2c—-A<P{[X-A2>c- A} < (c— \)2 :(c—)\)2

Fiir ¢ < A —|— + 4/ A+ 4 ist die Markov-Ungleichung scharfer
und fiir ¢ > A+ 5 + 4/ A+ 1 ist die Chebyshev-Ungleichung schérfer

Oft sind beide Schranken viel grifiter als P{X > c}




(ii) Quicksort
Z(x1, ..., ) : Anzahl der Vergleiche, um die Zahlen x1, ..., T, zu sortieren.

<2nlogn
E(Z(x1,...,x)) {Z mlogn — An
Man kann zeigen: Var(Z(x1,...,xy)) < 3n(n —1)

=P{Z(z1,...,xy) > 2nlogn+a-n}
< P{|Z(x1,...,xn) — E(Z(21,...,x0))| > 2nlogn — E(Z(z1,...,25)) +a-n}

-~

>0
< P{’Z(flﬁl, ,l'n) - E(Z(J:la al‘n))‘ >a- n}
< Var(Z(xz1,...,xy) < 3
- (a-n)? ~ a?
Insbesondere: a = € - logn
3
= P{Z(x1,....,25) > (24 €)nlogn} < 0 Ve >0

62 (log n)2 n—oo

Also ist mit grofler Wahrscheinlichkeit die Anzahl der Vergleiche von der Griflenordnung
2nlogn, wenn der Datenumfang n grofS ist.

Bemerkung 4.14. Die Varianz ist im gegensatz zum Erwartungwert nicht linear im
Argument.

Var(aX +b) = E((aX +b— FE(aX +b))?)
—a-E(X)+b
= B(a® - (X — B(X))?)
=a’- E((X - B(X))?)

=a? Var(X) Va,b, € R

Var(X +Y) = E(X +Y = B(X +Y))?)

~——
—B(X)+E(Y)
= E((X — E(X)) + (Y — BE(X)))?)
E(X - B(X W+%X E(X))(Y = E(Y))+ (Y — E(Y))?

= Var( ) +2E((X — E(X))- (Y — E(Y)))+ Var(Y)



Definition 4.15 (Kovarianz & Korrelation).
Sind X, Y Zufallsvariablen mit Erwartungswerten E(X) bzw. E(Y).

Cov(X,Y) = E(X — E(X)) - (X — E(Y))) = E(XY) — BE(X) - B(Y)

heifst (im Falle der Exzistenz) die Kovarianz von X und Y.

Corr(X,Y) := Cov(X,Y)
T VVar(X) - Vary

heifst dann Korrelation von X und Y, falls Var(X) > 0,Var(Y) > 0.
X und Y heifien unkorreliert, falls Cov(X,Y) =0

Satz 4.16. Sind X und Y stochastisch unabhdngige Zufallsvariablen mit Erwartungs-
werten E(X) bzw E(Y), so gilt

E(X-Y)=E(X)-E(Y)

, d .h. X und Y sind unkorreliert.

Bewelis:

E(X-Y)= Y z-y P{X=u1Y =y}
zeX ()
yeY (Q)
= Z x-y-P{X =2z} -P{Y =y} (da stochastisch Unabhingig)
zeX(Q)
yeY (Q)

= Y e PX =2} Yy PY =y} = E(X) E(Y)

zeX(Q) yeY ()

Korollar 4.17. Sind Xi,...X,  Zufallsvariablen mit  Erwartungswerten
E(X1),....,E(Xy). Dann gilt:

n

Var(ZXi) = iVar(Xi) +2- Z Corr(X1,X;) (4.1)

i=1 1<i<j<n

Sind die Zufallsvariablen Xi, ..., X,, unabhingig (oder schwdicher: unkorreliert), so gilt
insbesondere

Var(ZXi) = ZV@T(X,»)
i=1 i=1




Beweis:
4.1 folgt aus Bemerkung 4.14, der Rest mit Definition 4.15 und Satz 4.16

Beispiel 4.18. X sei eine B, ,)-verteilte Zufallsvarmble
Bsp. 8.5: X hat die selbe Verteilung wie ZXZ, X, sind stochastisch unabhdngig und X;
ist By, py-verteilt, d.h. P{X; =1} = p, P{X =0}=(1-p)

Var(X) =Var (ZX) (2 Zn:Var(X
n=1

=n-Var(Xy) =n- (B(X} ) — (B(X1))%)
~—
=X
=n-(p—p)=n-p-(1-p)
Bemerkung 4.19. Der Wert einer Zufallsvariable X wurde beobachtet. Daraus soll der
Wert der Zufallsvariable Y vorhergesagt werden.
Dabei sollen zur Approximation von Y nur lineare Funktionen von X verwendet werden.

Als Maf fiir die Approximationsgiite/Vorhersagegiite verwenden wir
E((Y — (aX +b))?) : mittlerer quadratischer Vorhersagefehler

Wiihle a,b, so, dass E((Y — (aX + b))?) minimal wird.

E((Y — (aX +b))}) = Var(Y — (aX + B)) + (E(X — (aX 4 b)))?
=Var(Y —aX) + (E(Y) — a(B(X) — b)?

E((Y — (aX +b))?) wird als Funktion von b minimiert durch
b=E(Y)—-aE(X)

= E((Y —(aX +b)}) =Var(Y)+a® - Var(X) +2- Cov(Y, —aX)
ﬁ_/

=—aCov(X,Y)
2
Cov(X,Y) (Cov(X,Y))?
=la-VVar(X) - —m== | +Var(Y) - ———
< &0 Var(X)) (¥) Var(X)
. _ Cov(X,Y)
= minimalstelle a = Var(x) falls Var(X) >0
: T ., Cou(X,Y)

= beste lineare Approzimation fiir'Y ist Var(X) (X —EX))+E(®Y)
= beste lineare Approzimation firY = Y- E(Y) ] OOT(X Y) . X — BX)
Var(Y \/Var ) Var(Y) /Var(X)

Corr(X,Y) =X



Beobachte: E(Y) = 0,Var(Y) =1

Der zugehorige mittlere quadratische Approximationsfehler ist

E((¥ — Corr(X,Y) - X)?) = Va:(y) E((Y - (aX + b))
w1y [y CnXY)P
- Var(Y) (V <Y Var(X) >>
=1— (Corr(X,Y))? (= Corr(X,Y) € [-1,1))

|Corr(X,Y)| = 1= kein Vorhersagefehler
Corr(X,Y) = 0= mazimaler Vorhersagefehler

Korrelation ist nur Maf$ fiir Stdrke des linearen Zusammenhangs zwischen X und Y.
Es ist moglich, dass X,Y unkorreliert sind, aber Y vollstindigt durch X bestimmit ist.

(Blédes) Beispiel:
Sei P{X =1} =P{X =-1} =3
V=X’=X-Y=X=X
= E(X -Y)=EX)=EX)-E(Y), dh. unkorreliert.
(Blodes Beispiel, da Y konstant ist.)

(Besseres) Beispiel:
Sei P{X =1} =P{X =0} =P{X =-1} =3
Y = X? .
EX)= Y z-P{X=2}=0

r=-—1

X Y=X=X=FEX-Y)=0=FE(X)-E(Y) d.h. unkorreliert, aber X,Y sind nicht
unabhdngig, sondern Y ist durch X vollstindig bestimmdt



5 Grenzwertsaitze

n
Man betrachtet ) X; von Zufallsvariablen X; fiir n — oo
i=1

n
Fiir grofle n ist die Verteilung von ) X; in der Regel nicht exakt berechenbar.
i=1

Ziel: Eine gute Approximation fiir groffe n zu finden.

Satz 5.1 (Schwaches Gesetzt der Groflen Zahlen). Seien X;,i € N unkorrilierte Zu-
fallsvariablen mit Erwartungswert E(X;) und Var(X;) < M Vi € N und ein M < oco.
Dann gilt fiir alle e > 0

n—oo

PLIS (X — B(X0)| > ) —— 0
=1

Beweis: £ (ZX,) = > E(X;), Var (ZXZ> (unkorriliert) Y Var(X;)
i=1 i=1

1=1 i=1
P{%IZ (X — BE(X))| = c}=P{>_Xi—E <in>| >n-c)
=1 i=1 i=1

|4 X;
“ <z§1 > n- M

< 3 < 3 0 = Beh.
Chebyshev (7’L : C) n-c* n—0

Definition 5.2. Seien Y, Y, R-wertige Zufallsvariablen. Gilt fiir alle € > 0
P{|lY,-Y| >0} — 0,

so sagt man, dass Y, (P-)Stochastisch gegen Y konvergiert (in Zeichen Y, .Y oder
Y,, — Y P-Stochastisch)

Bemerkung 5.3. Unter der Bedingung von Satz 5.1 gilt also
1 — P
—> (Xi— E(X:) 50

i=1

37




Ist E(X;) = p fiir alle i € N, so gilt auch
1 n
Dy
n<
i=1

Beispiel 5.4. X; seien unabhingig und B ,)-verteilt.
n
Dann ist Xy, := Y X; B
n=1

Mdchte man z.B. testen, ob eine Miinze fair ist, dann werfe man sie n Mal.

X, 1 falls im i-ten Wurf Kopf fallt
*1 0 falls im i-ten Wurf Zahl fillt

1 n
Dann n;Xi — D
1=

———
rel. Haufigkeit
Falls die Miinze fair ist, dann ist die relative Haufigkeit ~ %

Frage: Bei welchen Abweichungen von % kann man dies als deutlichen Hinweis auf-

fassen, dass die Miinze unfair ist ( also p # %)‘7
Dazu: Var(X;) =p-(1—p) < §
Der Beweis von Satz 5.1 zeigt:

PN K-l 2 < Ay =
=1

1

Wiihle € so, dass ﬁ =0,00 &€= m

Dann P{|}Y>-X; —p| > €} <0,05
i=1

Ist n =500, s ist also bei einer fairen Miinze (d.h. p = %)
P{lf:x ¢ (0,4;0,6)) P{|1§n:X Lise— Loy <o,0
- 7 » & U,y = n — Sl Z2€== = U,
nz‘fl 47;:1 1 2 1

, d.h. falls bei 500 Wiirfen die relative Haufigkeit < 0,4 oder > 0,6 ist, dann ist die
Miinze vermutlich unfair.

Das Intervall (0,4;0,6) ist unndétig lang.
Der Zentrale Grenzsatz liefert genauere Abschitzungen.



Beispiel 5.5 (Monte-Carlo-Situation). Ziel: Berechne fiir Zufallsvariable Z wahrschein-
lichkeit von Typ P{Z € A} oder Erwartungswert E(Z)

Problem: Verteilung P? ist oft nicht analytisch bestimmbar

Insbesondere ist oft der Fall, wenn Z = f(Y1,...,Yy), wobei Y; “einfach” ist.

Dann: Simuliere “Pseudozufallszahlen” z;, die sich Wahrscheinlich so wverhalten, als
wiirde man unabhdngige Zufallsvariablen Z; beobachten, die alle die selbse Ver-
terlung wie Z haben.

Gesetz der Groflen Zahlen:

1 n
=> "2 — E(2)
ni:l

n
Daher ist zu hoffen, dass 13" Z; ~ E(Z), wenn n hinreichend grop ist.
i=1
Konkretes Beispiel:
Seien Y1,Ys gleichverteilt auf {1, %, %, L1y=:5, (LeN)
und Y1, Yo seien unabhdngig.
= (Y1,Ya) gleichverteilt auf S?

Falls L sehr grof$ ist, so ist (Y1,Ys) niherungsweise gleichverteilt auf [0,1]?

Z = lix2 y2<qy ¢ Indikator, Y1,Ys im Viertelkreis liegt.

— 2 2 ~ _ Fliche Viertelkreis __
E(Z) - P{Yl + Y2 < 1} ™~ TFliche Finheitsquadrat — 4
=71 =4-E(2)

Bestimme Approximation von m durch Simu]ation, i dem n Paare von auf S,
gleichverteilten Pseudozufallszahlen (Yl(z), YQ(l)) gewdhlt werden und daraus

Zi 1= 1{(Y1(“)2+(Y2(”)2§1} berechnet.



Satz & Definition 5.6 (Zentraler Grenzwertsatz). Seien X;, i € N unabhdingig und
identisch verteilte Zufallsvariablen (iid = independend and identially distributed) (d.h.
PXi = PX1Yi) mit Brwartungswert p = E(X;) und Varianz 0% = Var(X;) € (0, 00)
Dann gilt fiir alle x € R

x

P L Zn:(x )<z p 2 B(x) L T
i ~ — = —
V- o2 a V2m
D heifit Standardnormalverteilungsfunktion
o = P heifit Standardnormalverteilungsdichte
2
d.h. p(t) = \/%—F e"7,teR
Beweis: Ist z.B. im Diibgen zu finden.
Es gilt:
®(—o0) := lim ®(z) =0
P(00) := lim ¢(x) =1
p(t) =p(=t) VteR
X>0 |
= ®O(—x) = / p(t)dt = /ap(—t)dt = / o(t)dt — / o(t)dt
——
—00 T =p(t) —00 —o0
=d(c0)=1 =(x)

d.h. &(—z) =1— P(x)
Insbesondere ®(0) =




Beispiel 5.7. X; iid und Py-verteilt, A > 0
= =02 =\, SpistPpy-verteilt (— Bsp. 3.10, 4.4, 4.11)

Fiir grofle n

P{fz Xi =) <a}(= &(x))

_,_/
=Sp—nA

= P{S, < nA+ Vnz} = PO, ..., [nA + Vnz|}

:>P{|i(Xz —>\) > C} :P{i(XZ—A) > C} —&—P{i()Q —)\) < —c}

i=1 i=1 i=1

1-P{ 3" (Xi—\)<c}

i=1

~i-r{ Ry < f R - v< )
%@(—\/%>+1—‘I’<\/%>
—20 (-2

Vergleich mit der Ungleichung von Chebyshev:

Va7“<§ XZ> )
i=1 n
{Z ‘“>C}§cz=c2

Korollar 5.8 (Zentraler Grenzwertsatz von Moivre-Laplace). IstY;, eine By, , -verteilte
Zufallsvariable mit p € (0,1) (Yn € N), so gilt

P{a<M§b}mq>(b)—¢(a) (V00 <a<b< o)
np-(1—p)

Beweis:
Ist X; B, p-verteilt und unabhéingig,

n
dann ist S, = ) X; genauso verteilt wie Y,, ( — Bsp 3.5)
i=1




AuBlerdem E(X;) =p,Var(X;)=p- (1 —p) (Bsp 4.18)

Y - —

=P a<n7np§b 272, 3(b) — ®(a) V—oo<a<b<oo
np(l—p)

Beispiel 5.9. Das Flugzeug eines Fluges kann ng = 200 Personen beférdern.

Mit Wahrscheinlichkeit p = 0,96 erscheinen die Ticketinhaber jeweils unabhdngig von
etnander zum Flug.

Frage: Wie viele Tickets darf das Unternehmen verkaufen, damit die Wahrscheinlich-
keit einer Uberbuchung < 0,05 ist?

X = Anzahl der Personen, die zum Flug erscheinen
n = Anzahl der verkauften Tickets
= X ist By, p)-verteilt

Wihle n mazimal, so dass P{X > ngp} < 0,05

X — — —
P{X >ng}=P P, M Voo e | 0P ) < 0,05
np(1—p)  /np(l—p) np(1 —p)
b=o0
ng — np
np(1 —p)
nog —np

> ®7(0,95) = Zpo5 ~ 1,645
np(l —p)

& (ng—np)? > np(1 — p)Z&% n > ng

2
S ... ngin<s 0 2( p) 0,95 ( 0 2( p) 0,95 _ <7’LQ
p P

Also diirfen maximal 208 Tickets verkauft werden.

Modifikation: P{X > no} = P{X >t} Vt € [ng,no+ 1)
Genauso wie oben ergiebt sich:

ol b=
P{X>t}~1 <1>< np(l_p))

Oft ist die Approzimation besonders gut fir den mittleren Wert t = ng + %
Dies nennt man Stetigkeitskorrektur

Bei der Wahr t = ng + 5 (statt wie oben ng) erhillt man die Bedingung

n < 204,06 ~ Der Verkauf von 204 Tickets ist erlaubt



In der Tat ist

_ 40,048  fiir n =204
P{X>no}—B(n’p){no+1,...,n}~ {0,094 fir n = 205
d.h. die Bedingung ist tatsdchlich erfillt fir n = 204

Beispiel 5.10 (Fortsetzung von Beispiel 5.4). Fine Miinze wird n = 500 mal geworfen.
p ist die Wahrscheinlichkeit fir Kopf.
Gesucht: Ein Test, ob p = % (d.h. die Miinze ist fair)

Y 1 falls im i-ten Wurf Kopf fallt
Y10 falls im i-ten Wurf Zahl fillt

X; = relative Haufigkeit, mit der Kopf fallt

I

n
Test: Falls |23 X; — 1| > €, dann wird die Miinze als unfair angeschen.

Frage: Wie iszt_e 2u wahlen?
Wiihle o (2.B. a = 0,05) und dann € so, dass die Wahrscheinlichkeit P{|% ZX 3>

e} < «, falls die Miinze tatsichlich fair ist.

Mittels des Zentralengrenzwertsatzes:
}%}153X? L~ a-rn ﬁéXT Lo a+rpu iéxr L g
e i—5l2et= n‘ iT 5 ¢ n‘ iT 5 =€
i=1 =1 i=1
= 1 = 1
1=

$xi-3 Sxi-3

T R B

~1—®(Vn-2) + B(—v/n - 2) = 2B(~2ev/n) = a

= €= w ~ 00,0438
2y/(n) a=0,05
n=500

d.h. die Miinze kann als unfair angesehen werden, wenn die relative Hdaufigkeit mit der
Kopf fallt nicht in dem Intervall

(0,4562; 0, 5438)

1st.



Vergleich mit dem Intervall, dass sich aus der Chebyshev’schen Ungleichung ergeben
hat (— Beispiel 5.4):
(0,4:0,6)

Bei der Approximation mit dem Zentralengrenzwertsatz werden unfaire Miinzen viel eher
erkannt.



6 WahrscheinlichkeitsmaBe auf R

Kontinuierliche Ergebnisse eines Zufallsexperiments (z.B. Lngen, gewichte, Zeiten) las-
sen sich nicht auf natiirliche Weise durch diskrete Wahrscheinlichkeitsraume bescheiben.

Im Allgemeinen kann man nicht mehr jeder Untermenge des Grundraumes eine Wahr-
scheinlichkeit zuweisen.

Wahrscheinlichkeiten erhalten nur “gutartige” Mengen.
e Intervalle sind gutartig
e Komplemente gutartiger Mengen sind gutartig
e abz#hlbare Vereinigungen gutartiger Mengen sind gutartig

(formale Definition spéter)

A : System aller gutartigen Mengen.
Wabhrscheinlichkeitsmafl P : A — [0, 1]
mit P(R) =1, A, € A disjunkt, dann P( |J A, = > P(4,)

neN neN

Frage: Wie kann man Wahrscheinlichkeitsmafle einfach beschreiben?
Es reicht P(A) nur fiir alle Intervalle anzugeben, genauer P((a,b]) fir alle —oco < a <
b < 0.
Wegen P((a, b)) = P((—00,b]) — P((—50,a))
denn (a, b], (—o0, a] sind disjungt und so (a,b] U (—o0,a] = (—o0, b]

Also reicht es P((—o0,z)) fiir alle x € R festzulegen.

Satz & Definition 6.1 (Verteilungsfunktion). Ist P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf R,
so gilt fir die durch F : R — [0,1] , F(x) := P((—o0,z]) definierte Verteilungsfunktion
von P

(i) F ist monoton Steigend
(ii) F ist rechtsseitig stetig

(i13) F(00) := JLHOIOF(:U) =1, F(—o00) := lim F(z)=0

r——00

45




Beweis von (i):

x <y = (—00,2] C (—00,y] = F(x) = P((—00,2]) < P((—00,y]) = F(y)

Beispiel 6.3.

(i) Sei —oc0 < a < b < 0o und definiere f : lb(l’b] als eine Dichte eines Wahrscheinlich-

—a
keitsmafles Uy auf R, denn [ f(t)dt = = und [ L ptdt = bma _q
R R

b—a

Uap) heift Gleichverteilung auf (a, b]
Esgilta<c<d<bd

Ugayy((c:) = / F(2) - Loa(a)de
_ / 1(a,b] (.CE) . 1(c,d] (x)dac

b—a
_d—c
b—a

d.h. die Wahrscheinlichkeit von (a,d] hingt nur von der Linge des Intervalls ab,
nicht von seiner Lage innerhalb von (a,b]



(i) fr(z):= 3 - e x - 110,00) (%) (A > 0) ist Dichte eines WahrscheinlichkeitsmafSes
auf R, denn

o0

1 z x| T
/fk(a:)dx = )\/e_kdx = —e . = 1
R 0

Das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmaf§ Ey heifit Exponentialverteilung mit Mit-
telwert A > 0. Sie besitzt die Verteilungsfunktion

Fy(z) = / fr(t)dt = e Vo >0

und Fx(z) =0 Vo <0

Fir x,y >0 gilt

Ea((x + y,00) N (2,00)

Ex((z +y,00) | (2,00)) =

E)\(($,OO))
_ BEx(z+y,00)) _ 1—Ex((=00,7+y))
E)\((z,00)) 1 — Ex((—o0, 7))
_1-F=z+y) _ e
1-— F(.’L’) efi

Fazit: Exponentialverteilungen beschretben Lebensdauern von Dingen, die nicht al-
tern, d.h. die Wahrscheinlichkeit noch y Jahre zu tberleben, gegeben dass bereits x
Jahre tiberlebt wurden, hdngt nicht von x ab.

2
(iii) p(t) = A=-e"7 teR,
ist die Dichte der sogenannten Standardnormalverteilung /\/'(0,1), denn die zugehérige

x

Verteilungsfunktion ®(xz) = [ @(x)dt erfillt ®(c0) =1 (— Zentralergrenzwert-

—0o0

satz)

Beispiel 6.4. Ein Seil der Linge 1 wird so lange an beiden Enden gezogen, bist es reifst.

Die Wahrscheinlichkeit, dass das Seil in der Umgebung der Stelle x € (0,1) reifit, sei
proportional zum Abstand zum ndiher gelegenen Ende, also proportional zu min(z, 1 — x)

Modell: P sei das Wahrscheinlichkeitsmafl mit Dichte

¢-min(z,1 —z) ,z € (0,1)

f(z) :{ 0 ’ , sonst



Wihle ¢ > 0 so, dass [ f(z) dz 21
R
d.h.

1
2
1
/mlnxl—a: =2. /xda:—cx2gzzé1
0

= c=4, d.h. f(r) =4 -min(z,1 —x) 1 (v)

Die Wahrscheinlichkeit, dass das lingere Teilstiick > 2 1, st

PO UG D) = [ 101000 - f@) ds

Beim diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (£2, P) ist eine Abbildung X : Q@ — S eine
Zufallsvariable mit der Verteilung von X: PX(B) = P(X~Y(B)) = P{X € B} VBCS.
Dies ist dann ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf S.

Jetzt ist P : A — [0,1]. Daher ist P(X!(B)) nur noch definiert, wenn X (B) € A,
d.h. “gutartig” ist.

Definiert man X : R — R so, dass X '(B) € A VB € A,
dann gilt wie oben PX(B) := P({B € B}) VB € A definiert ein Wahrscheinlich-
keitsmafl PX auf R.

Im diskreten Wahrscheinlichkeitsraum gilt:

E(X)= ) x-P{X=u}

z€X () PX ({z})

Das ist hier unsinnig:
Wenn z.B. PX eine Dichte f besitzt, so ist PX ({z}) = ff A (t)dt =0 Ve eR.

Daher ist ein neuer Ansatz nétig.



Lemma 6.5. Ist X eine R-wertige diskrete Zufallsvariable, so gilt

0 0
BE(X) = / P{z > t}dt — / Pz < t}dt,
0 —00

falls die rechte Seite wohl definiert ist.

Zur Veranschaulichung Skitzen, falls X nur Werte 0 < z1 < z9 < ... < z, <
annnimmt.
Di = P {X = l’l}

Skitze zur Veranschaulichung -

Definition 6.6 (Erwartungswert). Ist X eine R-wertige Zufallsvariable mit der Vertei-
lungsfunktion F (d.h. PX hat Verteilungsfunktion F), so wird der Erwartungswert von
X definiert als

0 0
E(X):/l—F(t) dt — /F(t) dt,
0 —00

falls die rechte Seite wohl definiert ist (d.h.wenigstens ein Integral endlich ist).

Satz 6.7. Besitzt X eine dichte f, so gilt

o0

B(X) = [ af@) dz,

—00

falls das Integral wohl definiert ist.

Beispiel 6.8.

(i) Sei X eine Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion ® (d.h. PX = No,y) bzw.
mit Dichte . Dann gilt

T 1 e
E(X)= zo(x) dor = r——-¢ 2 dx =0,
)= [ae@in= [ o

da es das Intervall einer ungeraden Funktion ist.




(ii) Ist X exponential verteilt, d.h. PX = E) fiir ein X > 0, mit der Verteilungsfunktion
FX(X) = (1 —eX) - Loe0) (), so folgt

Wie sehen Systeme “gutartiker Mengen” aus?

Definition 6.9 (o-Algebra,Messraum, Ergebnis, Wahrscheinlichkeitsmaf} & -raum).
Sei Q # 0 eine beliebiger Grundraum.

(i) Eine Menge A C 2% von Untermengen von Q heifit o-Algebra auf Q, falls folgende
bedingungen erfillt sind:
e Nc A
e Ac A= A°c A

e A,e A YneN= |JA, €A
neN

(Q,A) heifst dann Messraum.
Die Mengen A € A heifien dann Ergebnisse.

(ii) Eine Abbildung P : A — [0,1] heifst Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (2, A), falls
e P() =1

o A, € A, neN, disjunkt = P ( U An> = Y P(4,) (o-Additivitit)
neN neN

(Q, A, P) heifit dann Wahrscheinlichkeitsraum.

Diskrete Wahrscheinlichkeitsriume sind Spezialfille mit A = 2.
Oft ist o-Algebra 2 zu grof.
Man kann zeigen: Es gibt kein Wahrscheinlichkeitsmaf P auf ([0, 1], 219 so dass P((c, d]) =
d—c VO0<e<d<l.
D.h. es gibt keine Gleichverteilung auf dem Einheitsintervall, die jeder Untermenge eine
Wahrscheinlichkeit zuweist.

Die Sétze und Definitionen 1.4, 1.9 , 2.1, 2.3, 2.5, 2.6 iibertragen sich sinngeméf
auf allemeine Wahrscheinlichkeitsrdume, wobei stets nur Mengen aus A (statt beliebige
Untermengen von €2) betrachtet werden.



Beweis: wie 3.1

B enthéllt alle “iiblichen” Untermengen von R, aber man kann zeigen, dass B # 2R,
Im folgenden sollen alle (nicht-diskrete) Wahrscheinlichkeitsmafie auf R stets auf (R, B)
definiert sein.

Jedes Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (R,B) ist durch seine Verteilungsfunktion

F(X) = P((~c0,2]), € R

eindeutig bestimmt (— Satz 6.1).



Lemma 6.12. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

(i) Sei A, € A, n € N eine monoton steigende Folge (d.h. A, C Any1 Vn € N).

Dann gilt fir A:= U A, (kurz A, T A)
neN

P(A) = lim P(4,)

n—oo

(i1) Ist B, € A, n € N eine monoton fallende Folge ( d.h. B, C Bny1 VYn € N) und

B:= \J By, (kurz By, | B), so gilt
neN

P(B) = lim P(B,)

n—oo

Beweis:
(i) Definiere Cy := Ay, Cp, := A\ A1 Vn > 2
= Cy, n € N, disjunkt, |JC; = A,, und insbesondere |JC; = A
i=1 iEN

= P(A) =) P(Cy) = lim zn:p(ci) = lim P(4,)
=1

iEN e
(ii) wende (i) auf 4, :=BS T U Bf = < N Bk> = B®=: A an.
keN keN

PB)=1-PA) 21— lim P(4,) = lim (1 - P(A,)) = lim P(B,)

n—oo n—00 n—oo
Beweis von 6.1 (ii) & (iii):

(ii) Beh.: F ist rechtsseitig stetig
Beweis: Sei X,, | X. Dann (—o0, X, | (—o0, X]. Mit 6.12(ii):

(iii) Beh.: Fi(o0) := F (z) =1, F(—o0):= lim F(z)=0
Beweis: Sei X, 1 oo. Dann (—o0, X,;) T R und 6.12(i) liefert

F(o0) = lim P((—o0, X,]) = P(R) =1

n—oo
Die zweite Aussage folgt analog.

Analog fiir 2 = R"







Gegenstiick zu 3.4

Satz 6.14. Fir Zufallsvariablen X; : (2, A) — (R,B), 1 <i < n, sind dquivalent:

(i) X1,..., Xy sind stochastisch unabhingig (d.h. {X; € B;}, 1 < i <n sind stocha-
stisch unabhingig VB; € B

n
i=1
(i1i) Es gibt Funktionen H; : R — [0,00), 1 < ¢ < n, so dass fir die gemeinsame
Verteilungsfunktion von X1, ..., X, gilt

n

F(z1,...,2) = [[Hi(z:)  VY(@1,..,20) ER”
i=1

In dem Fall kann man in (iii) H; gleich der Verteilungsfunktion von X; wdhlen.

Besitzen die so genannten Randverteilungen PXi, 1 < i < n, von P&1Xn) jeweils

eine Dichte f;, so ist (i)-(iii) dquivalent zu

(iv) PXvXn) besitat eine Dichte f der Form

n

f@i,. . mn) o= [Jhi(@)  (21,...,20) €RY,

=1

fiir geeigenete Funktionen h; : R — [0, 00).
In dem Fall kann man h; = f; wdhlen

Satz 6.15. Besitzt eine R"-wertige Zufallsvariable X = (X1,...,X,,) die gemeinsame
Dichte f:R"™ — [0,00), so hat (X1,...,X,,) fir m <n die Dichte

9(x1, .. Ty) = /---/f(ml,...,xn)dwn---dxm_,_l (1,...,2m) ER




Beweis: (X1,...,X;,) hat die gemeinsame Verteilungsfunktion

G(xi,...,xm) = P{X1 <x1,..., X;n <}
=P{Xi<z1,.... X < pp, Xion1 < 00,..., X, < o0}

T Ty OO 00
:// /‘u/f(tl,...,tn)dtn--~dtm+1dtm--~dt1
g(t1,...,tm)
T T
- /---/g(tl,...,tm)dtm---dtl

d.h. g ist die Dichte von G bzw. von (Xi,...,Xn)

Satz 6.16 (Transformationssatz von Dichten). Ist (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum, besitzt X : (2, A) — (R",B") die Dichte fx und gilt P{X € M} =1 fir eine
offene , zusammenhdingende Menge M C R™, ist schliefilich g : M — R"™ eine injektive,
stetige, differenzierbare Abbildung mit Umkehrabbildung g~ : g(M) — M wund inver-
tierbarer Jacobi-Matriz Dg(x) = (:L(x)). Dann besitzt g(X) : (2, A) — (R™,B") die

J
Dichte

__fxl'w)
o0 = et Dt

1
wobei — |det Dg~!
[det Dylg 1y ot P W

M)(y) 7yeRn

Beispiel 6.17 (Wettschieen). Der Mittelpunkt einer Zielscheibe sei der Ursprung (0,0).
Die Treffer landen zufdillig im Punkt (X,Y), wobei X,Y stochastisch unabhingig und
N(Oyl)—vertez'lt sind, d.h. sie besitzen jeweils die Dichte

Gesucht: Die Verteilung der Entfernung zum Mittelpunkt, also v/ X2 + Y2

Gemdf$ Satz 6.14 hat (X,Y) die Dichte

1 _x?+?)
2

flz,y) = p(z) - p(y) = ;=€

= ,(z,y) €R?
2T

Transformation in Polarkoordinaten:




g9:R*\ {0} — (0, 00)z(—, )
@.9) (v/22 + y2, arccos \/xny?)’ falls y > 0
x,y) =
A Y (V22 + y?, — arccos \/%Ty?)’ falls y < 0
c=(r,0)

g erfillt die Vorraussetzung von Satz 6.16
g (r,9) = (r-cosd,r-sind)
costy —r-sin?d
sind  rcos? >
= |det Dg—'(r,0)| = 7 - (cos? ¥ + sin? V) = r

Dg~(r,0) =

Mittels Satz 6.16 hat g(X,Y’) die Dichte

foxyy(r,9) = |det Dg™ " (r, 19)|f(X,Y) (g7 (r,9))

1 2
%e 2 1(0,oo) (’I") : 1(—7r,7r) (19)
_r2 1

=r-e 7 -lpoo)(r): o Lmm) (9)

——
::hl(r) =h2(’l9)

Nach Satz 6.14 sind der Abstand vom mittelpunkt und der Winkel zur X-Achse sto-

chastisch unabhingig, da fyxy) Produktgestalt hat.
Dabei ist ho die Dichte des zufdilligen Winkels zur X-Achse, d.h. der Winkel ist gleich-

verteilt auf (—m,m|.
Der Abstand hat die Dichte hy, die zugehorige Verteilung heifit Rayleight- Verteilung. Der

mittlere Abstand betrdgt gemdfs Satz 6.2

[ee) oo o

-2 2 |° 2
/r-hl(r)dr:/r-e_2dr:—e_2 +/e_2dr
0 0 o %

\/%]Ow(r) dr =% \/z 7 o(r) dr = g
0 —00

Satz & Definition 6.18 (Faltung). Seien X,Y stochastisch unabhingige, R-wertige
Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P). Dann heifst die Vertei-
lung PXTY von X +Y die Faltung von PX und PY . In Zeichen PX x PY .

Besitzen X und Y Dichten f, und f,, so besitzt PX « PY die Dichte

(Fx * f,)(®) ZZ/fz(x)-fy(t—x) i teR
R




Beweis: Nach Satz 6.14 hat (X,Y") die Dichte

f(xay):fX(x)fY(y) V(l‘,y) GRQ
Die Abbildung g(x,y) = (z + y,z — y) erfiillt die Bedingung von Satz 6.16 mit

U+xr u—v

g_l(u,v):( 9 ' 9

)

und

Daher hat g(X,Y) = (X +Y, X —Y) die Dichte
h(u,v) = |det Dg~" (u, )| - f(y~ (u,v))
*fX(lH—U) fy(u+v)

Nach Satz 6.15 hat schliellich X + Y die Dichte

iy (u) = /Ooh<u,v /fx () () o

= /fx ylu— ) da

dv 2d;v —00

2

Beispiel 6.19. Sei X N gq)-verteilt, d.h. mit Dichte o(x) = Le 7,

Var©
Dann hatY =oX +p  (n € R,0 #0) nach Satz 6.16 die Dichte
Y — [ 1 1 _=m?
w(u,a2)(y)=sa< . > W:\/W'e 207 reR

Die zugehorige Verteilung PY heifst Normalverteilung mit Mittelwert p und Varianz
o?; in Zeichen ./\/’(maz).

Sei nun' Y Ny, o2)-verteilt.
Dann gilt aY +b = a-(0 X +p)+b = (ac) X +(a-pp+b) ist N(qytp,a202)-verteilt, falls a # 0.

Sind Y; Af(u o2y -verteilt (i = 1,2) und stochastisch unabhdngig
= Z; =Y — sind NO o2)-verteilt und stochastisch unabhingig und Zy + Z3 hat gemdfs



Satz 6.19 die Dichte

9(z) = / @(o,g%)(l‘) : 90(0705)(2 —x) dx
(z — ;1:)2>>
ex + — dx
2F / (- (ot o

*

o2 (¥)dz-exp| -5 |1-

@
\/ﬂ/ (2,5t 203 % 41
1

= (10(0,0%-‘,-0%)(2")
. x2+(z—x)2 1/, 1+1 22 +z2
texp | — | =— + —— =exp|—=z(2*|5+5 ) -2+ —=
P 207 203 P 2 o? ' o3 o3 o3
2
(1,1 = N
p 2 0'% O'% # + 0—12 o'%
1 2

d.h. Zy + Zy ist Ng 52 4 52)-verteilt
=Y+Yo=2+ Z2 + p1 + po ist Nmﬂn o2 402)" -verteilt.

Fazit:
'/\[(vaaf) * N(uw%) - '/\[(M1+M270f+0§)

Q [w
[ SRS

»—Aqm‘ =
_|_

Q
o



Beweis von 6.5: Hier nur fiir den Fall, dass X nur endlich viele Werte annimmt.
Seien Xg =0 < 21 < 29 < --+ < x,, die positiven Werte, die X annehmen kann und
seien Y, < Ym—1 < -+ < y1 < 0 = yo die negativen Werte, die X annehmen kann.

E(X)= Y z-P{X=z}=) z;-P{X=mz}+)> yi- P{X =y}

zEX(Q) i=1 i=1

Zmz P{X =uz;} = ZZ xp—x—1) - P{X = z;}

i=11=1
n

= Zl = 1(z; —x1-1) - Zl =IP{X =z}
=1

=1

=P{X>x;}=P{X>x;_1}

:Zl—l/ P{z >t} dt

T—1 —P{X>:pw 1}

= /P{X > thdt
0

> =y P{X =y}

1l=1

(v — 1)) P{X =y}
il

NE

Zyi'P{X:yi}:
=1

.
I

I
NE

~

1

=P{X<y}
Yi—1
==y / P{X < t}dt
=1y
0
= P{X < t}dt

Analog definiert man den Mittelwert eines Wahrscheinlichkeitsmafles @) auf R

0

H(Q) = Eq1d) = [ QU(t.oo)dt ~ [ Q((~oc.t)dt
0 [ee)

Die Sétze und Definitionen 4.3, 4.5, 4.9 (bis auf die Summendarstellung), 4.10, 4.12,
4.14-4.17, 4.19, 5.1-5.3 und 5.6 iibertragen sich sinngemé$.



Zum Beispiel die Verallgemeinerung von Satz 4.3 (Transformationssatz)

Satz 6.20. Ist (0, A, P) eine Wahrscheinlichkeitsraum, X : (Q, A) — (Q, A) eine Zu-

fallsvariable und g : (Q, A) — (R,B) eine Abbildung, so gilt

Ep(9(X)) = Epx(9),

falls eine der beiden Seiten wohl definiert ist.

Beweis: Da PX(A) = P(X~1(A)):

/P{g > tydt = /PX({g > t})dt
0 X gy D
0
- / Plg(x) < t)dt = [ PX({g < t))ae
é Epg(x) % Epx(g)

= Behauptung

6.7: Sei X eine R-wertige Zufallsvariable mit Dichte f
o0
= EX)= [ z- f(z)dz

—00

Verallgemeinerung:

Satz 6.21. Besitzt X = (X1,...,X,) : (2, A, P) — (R",B") eine gemeinsame Dichte f
und ist g : (R",B") — (R,B) eine Abbildung, so gilt

E(g(X)) :/"'/9(1’1,--.,%)-f(xl,...,:cn)dxn---dxl

R R
Beweis:
E(g(X)) = Ep(9(X)) 2 Epx(Y)
') 0

—/PX{g>t}dt— /PX{QSt}dt

0 —00




Dabei gilt

/PX{Q > t}dt = // e / 1{g(11’“_7mn)>t}f(x1, e ,xn)dxn- --dxy dt
0 0 R R

00
/ 1[0,g(x1,...,a:n](t)dt f(xlv cee 7$n)dxn' - dxy

0

g(CCl, .. 7xn) ’ 1g(21,...,xn)20f(x17 e ,l’n)dl’n - dxy
Ebenso

0
/ PX{g < t}ydt = / o / =91, ) Yga,.an)<oy f(T15 - Tn)dTy - - day
-0 R R

Zusammen: E(g(X)) = [--- [g(z1,...,2n) - f(21,. ., 2n)d2pn - dzq
R R

Beispiel 6.22. Sei X N(q)-verteilt.

Dann ist Y = o X + pu N, o2)-Verteilt (— Bsp 6.19)

(mit Dichte x — Lp(=L) = \/21777 exp(—(x;;f) ,o0>0,ueR)

B(Y)=o0-B(X)+p=p
Var(Y) = Var(cX) = c*Var(X)
=0 (B(X?) - (B(X))*) =0 - B(X?)
[o.¢] 9 o )
2.61 o 2 o _zZ
= : - p(r)dr = — x-xe 2dx
7 / #@) V2T /
02 z2 > 7 z2
= — |z-(—€e 2 + [ e 2dx
V2T ( — o /
712
2 _zZ
= d
o \/ﬂe x
=02 / o(x)dz = o*
—0o0

Dies erklirt den Namen von N(#’Uz): Normalverteilung mit Mittelwert u und Varianz o>



Weitere Kenngroflen von R-wertigen Zufallsvariablen und deren Verteilungen

Weiteres Maf fiir den “mittleren” Wert einer Zufallsvariable ist der Median.

Definition 6.23 (Median). Sei X eine R-wertige Zufallsvariable mit Verteilungsfunkti-
on F.

Dann heif§t jeder Wert m € R, so dass

—

F(m):P{XSm}Zi, 1-F(m—)=P{X>m}>

DN |

(wobei F(m—) = TF (z)) Median von X bzw. von PX.

Beispiel 6.24.

(i) Sei X exponentialverteilt mit Mittelwert X > 0, d.h. X besitzt die Verteilungsfunk-
tion
Fy(z)=P{X<z}=1—e>2z>0
Dann gilt

!

>

>3

FAX(m)=1—e" S m>—X\-log2~0,69-\

m ! 1
1—Fy(m—)=e Ziﬁ,g)\'logQ

N =

= es existiert genau ein Median, ndmlich m = X\ -log2 ~ 0,69 - \
Median
Erwartungswert

=log2 =~ 0,69

Anwendung: X : Zeit bis zum Zerfall eines radioaktiven Isotops. Dann ist Median
= Halbwertszeit

(ii) Sei X gleichverteilt auf {—1,1}, d.h. P{X = —1} = 3 = P{X = 1}.
Jedes m € [—1,1] ist ein Median, denn

1 1
P{Xgm}zP{Xg—1}:§,P{X2m}§P{X21}25
Es existiert stets wenigstens ein Median.

Der Media ist nicht eindeutig, wenn F auf einem echten Intervall den Wert % annimmt.




Analog lésst sich zu jeder Wahrscheinlichkeit p € (0, 1) ein “kleinster” Wert definieren,
der wenigstens mit Wahrscheinlichkeit p unterschritten wird.

Definition 6.25 (Quantilfunktion). Zu einer Verteilungsfunktion F wird die zugehdorige
Quantilfunktion(verallgemeinerte Inverse) definiert als

F=:]0,1] — [—o00, 0]
. Jinflz eR|F(z) >t} ,te(0,1]
F=(t) = {sup{xER|F(ac):()} =0

Dabei wird sup () := —oo, inf () := oo definiert.
F(p) wird als p-Quantil bezeichnet.

—— Zeichnung, um F'~ zu verdeutlichen
Gibt es genau ein x mit F'(z) = p, so gilt F*~(p) = =.

Insbesondere ist F~ auf (0,1) gleich der Umkehrfunktion von F, wenn F' invertierbar

ist.

>|8

Beispiel 6.26. X sei exponentialverteilt mit mittelwert A > 0, d.h. F(z) =1—e
—Alog(1—¢t) , te€(0,1)
= F(t) = 0 , t=0
o0 , t=1

F=(3): Median
Interquartilsabstand IQR = Fk(%) — F“(%)

Maps fiir die Schwankungsbreite von F bzw. PX
Hier IQR = —Alog: — (—Alog 2) = Aog3 ~ 1,10 - A

Satz 6.27. Ist U eine auf (0,1) gleichverteilte Zufallsvariable und F' eine beliebige Ver-
teilungsfunktion, so besitzt die Zufallsvariable X = F(U) die Verteilungsfunktion F'.

Beweis: Wir zeigen zunéchst

F~(t)<zet< F(x) vVt € (0,1)

Fo(t) = inf{x e R| F(y) > t}
ze{z€R|F(y)>t}, wenn t<t
=F(t) <z




“=": Sei x > F(t)
Falls > F(t), dann gilt wegen der Definition von F~ und Monotonie von F
sicherlich F'(z) >t
Falls x = F(t), dann gilt wegen der rechtsseiten Stetigkeit von F

F(a) =lim F(y) > ¢
>t, da y>F(t)

Anwendung: Wenn u eine Pseudozufallszahl gemifi Gleichverteilung auf (0,1) ist, so
ist F'~(u) eine Pseudozufallszahl gem&f der Verteilungsfunktion F.



7 Bediensysteme und Netzwerke

Bediensystem: Ein oder mehrere Bediener (Server) fertigen ankommende Kunden (Auf-

trige) nach vorgegebenem Schema ab.
Zufillig: Die Ankunft der Kunden, die Bedienzeit, ...

Klassifikation von Bediensystemen: A|B|s|c|R

dabei insbesondere
A: Art des Ankunftprozesses M: Markov’sche Prozesse
B: Art des Bedienprozesses } D: deterministische Prozesse
G: allgemeine Prozesse
s: Anzahl der Bediener (s: server)
c: Anzahl der Wartepléitze (c: capacity)
FCFS: first come first serve
R: Reihenfolge der Bedienung LCFS: last come first serve
SIRO: service in random order
Skizzen

Falls ¢ = 0o oder R=FCFS, werden diese Angaben in der Regel weggelassen.
Beispiel 7.1. Das Bediensystem M|M|1 (= M|M|1|co|FCF'S)

Ankunftsprozess: Wir diskretisieren die Zeit in Zeittakte der Lange h (h “klein”)
Kunden kommen unabhdngig von einander mit der mittleren Rate A > 0 an, d.h.
die erwartete Anzahl von Kunden, die in einem Zeittakt ankommen, ist gleich

A-h << 1
Es wird vereinfachend angenommen, dass maximal ein Kunde pro Takt ankommt

( realistisch, falls h hinreichend klein).

7. 1 , falls ein Kunde ankommt im i-ten Takt
"l 0, falls kein Kunde ankommt im i-ten Takt

Zi; 1 € N sind unabhingig und By y.p)-verteilt.
Die Anzahl der Takte, bis der 1. Kunde eintrifft, ist Gapy-verteilt (— Bsp. 1.11(i)),

wenn man nur die Takte ohne Kundenankunft zdhlt, d.h. die Wahrscheinlichkeit,
dass genau k Takte kein Kunde ankommdt ist

Gan{k} = (1= Ah)F - AR
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Bedienprozess:

Zustandsprozess:

Fiir ein beliebiges n € N ist die Anzahl der Takte bis zur 1. Ankunft eines Kunden
nach n ebenfalls Gyp,-verteilt.

Dies gilt auch fiir zufillige Zeitpunkte N, falls {N = n} nurvon Z1, ..., Z, abhingt
(und unabhéingig von Z; firi > n) fir alle n € N.

Der einzige Server bedient Kunden in der Reihenfolge der Ankunft. Die Bedien-
zeiten (in Anzahl von Takten) seien unabhdingig von einander und analog zum
Ankunftsprozess G, -verteilt; genaver: Anzahl der Takte zwischen 2 Takten, zu de-
nen Kunden fertig bedient werden, sei G,p-verteilt fiir eine Bedienrate > 0.

~ Yy i € Niid By yup-verteilt, wobei ph << 1 (unabhdngig von Z;)

Y; seind (fiktive) Zeiten, zu denen Bedienung fertig wird, falls ein Kunde im Sy-
stem 1st.

X, = Anzahl der Kunden im System im Takt n, d.h. zur Zeit n - h
Dann ist (Xy),cy €in homogener Markov-Prozess (mit Zustandsraum Ng) mit
Ubergangswahrscheinlichkeiten

0
P{Z,=1,Y, =0} = P{Z, =1} - P{Y, = 0}
= A (1= ph)

Gji i =P(Xpp1=j | Xp=i)={ P{Yn=1,Z,=0}=An-(1— ph)

P{Y, =0,2Z, =0} + P{Y,, = 1,7, = 1}
=1 —A)(L—ph)+X-h-p-h
P{Z,=0}=1-)h

Arhyjp-h<<1l=X-h-pu-h<<Ah,uh
~ vernachldssige Terme X - h- - h
~ approzimative “Ubergangsmatric”

1—\h ph 0 0
G| M TNk 1ih

0 Ah 1— \h — ph

0 0 Ah

@ ist eine stochastische “Matriz”, d.h. Spaltensumme 1.

Im folgenden sei (Xy,),cn eine Markovkette mit der “Ubergangsmatriz” @
Gesucht: Gleichgewichtszustand, d.h. stationdre Verteilung, d.h. das Wahrschein-
lichkeitsmafs Ps auf dem Zustandsraum Ny, so dass gilt

PXn = p, = pXnt1t = P (= PXm = P, VYm > n)

,j=1+1
=il
, J=1#0
,j=1=0



Fiir alle k € Ng muss dann gelten

PA0,... k} = P{0< X, <k} = P{O< Xpy1 <k}
—_———
—P{Xp <k, Xpp1 <k} =P{X, <k Xni1 <k}

+ P{X,, <k, Xp+1 >k} + P{X,, >k, Xpt1 <k}
SP{X, <k, Xp1 >k} =P{X, >k X1 <k}
SP{X, =k Xp1=k+1}=P{X, =k+1, X1 =k}
SP(X,=k| Xn=k+1)-P{X,=k+1}=PXp1 =k| Xo=k+1)-P{X,=k+1}

<Ah - Po{k} = ph - Ps{k+ 1}
=P{k+1} = 2 - P{k} vk € Ny
Induktiv folgt
A
Ps{l} - *Ps{o}
1
A A
P2} = P {1} = (%)*P{0
{2} . {1} (u) {0}
A

Pk} = (;)kps{o} Vk € Ny
P; ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ auf Ng
9] 0 A k
=1=)» Pk} = Ps{0} <>

1
1—

= Ps{o} :
Al

m

=

= einzige mogliche stationdre Verteilung ist gegeben durch
AL A A
Ps{k}=(1—-2)-(5)F keNg=g, r{k} falls = <1
B Z H

Fiir jeden festen Zeitpunkt ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich genau k Kunden im
System befinden gleich Ps{k} = G, {k}.
n

Dies gilt auch fiir einen Zeitpunkt zu dem ein Kunde das System betritt bzw. fiir den
Zustand, den ein Kunde bei Verlassen des Systems hinterlisst, d.h.

P(X,=k| Xps1=X,+1)=P{k} VkeNyneN
P(Xn:k|Xn+1:Xn—1):Ps{k} Vk € Ng,n € N



Es gilt namlich z.B.
P{Xn:kvXn: n — nflfl}

P(Xp=k|X,=Xn1-1)= T S
P{X, =k Xn1=k—1}

)
ZP{Xn:j7Xn—1 :]+1}
=0
 P(Xp> k| Xe1=k+1)-P{X, 1 =k+1}
oo

> P(Xp=jXn1=7+1) P{Xp1=7j+1}

(1-4)- )4+

i)uh -P{j+1} 20(1 — M) - ( Y1
D N W
- = = ;) ' (ﬁ) = Bk}

1

mittlere nachgefragte Bedienzeit (pro Takt)
Auslastung o des Systems := - b - . = =
mazimal mogliche Bedienzeit (pro Takt) 1 i
(denn im Mittel kommen pro Zeitinheit A\ Kunden an, die jeweils im Mittel L an Bedi-

enzeit in Anspruch nehmen)
Der Gleichgewichtszustand ist mdglich g.d.w. o < 1 (gilt auch fir allgemeine Bedien-

systeme).

Viele Kenngrdfien des Systems hdngen von A nur tiber o ab

z.B. die mittlere Kundenzahl im System

:Zk-P{Xn:k}:Zk-(l—g =(1-9)- Zk ok~
k=0

=(1-0)-0- ;gk— —0) ZQ
1 0
:(1_9).98791?02(1_9).0'(1—9)2:1—0

Analog Var(X,) = ﬁ

Fiir 01 1 wachsen E(X,,) und Var(X,,) schnell an
Z.B. wichst E(X,,) um mehr als den Faktor, wenn ¢ von 0,9 auf 0,95 erhoht wird



Weitere Leistungsgrifse: mittlere Wartezeit eines Kunden, genauer E(W), wenn W
zufillige Zeit ist, die ein Kunde im System zubringt.
Findet der Kunde k Kunden im System vor, die alle im Mittel i als Bedienzeit bendtigen,

so verldsst er im MIttel nach (k+1) - % das System.

S EW) =Y (kt1)- ; Pk} = i(Zk Pk} +3/1/Zps{k})
= k=0 k=0

k=0 =
N———
E(Xn)
1 0 1 1
— — o — + 1 = =
I (1—@ ) pl—o0) pu—2A
. CEB(X.) | |
Formel von Little: E(W) = b (gilt in viel allgemeineren Bediensystemen)

wobei \ die mittlere Ankunftsrate ist (hier: X = \).

Beispiel 7.2. |M|M]|s|c-Systeme
s: Anzahl der Server
c: Anzahl der Wartepldtze

X,,: Anzahl der Kunden im System, Zustandsraum: {0, ..., s+ c}

Im Fall ¢ < 00 und s < oo werden Kunden abgewiesen, wenn sich bereits s+c Kunden
im System befinden.
A 0<k<c+s , , .
Ap = { 0 k>ets Ankunftsrate, wenn bereits k Kunden im System sind.
s Server fertigen jeweils unabhdngig voneinander mit Wahrscheinlichkeit ph genau einen
Kunden in einem Takt ab und mit Wahrscheinlichkeit 1 — puh keinen Kunden.
Befinden sich k Kunden im System, d-h- min(k, s) Kunden werden gerade bedient, so ist
die Zahl der Kunden, die in einem Takt fertig bedient werden, B(win(k,s),un))-vertedlt.

min(s, k min(s.k)—
Btk 1) = () - )t (1 = i

1 — min(sk)uh =0
~ min(s, k)uh =1
ph<<1 0 [ =2
z.B.
. > i E)N ., . .
1 — uh min(s,k) _ HllIl(S, 18 (—uh min(s,k)—1
(1= ) S (N )

i=0
=1 —min(s, k) - ph + Terme mit Potenzen von h mit Exponenten > 2



koh  k<s
mc'_{s-h k> s = min(s, k) - h

~ approximative “Ubergangsmatriz”

1-— )\0 -h ,U,lh 0
Aoh 1—XMh—h pah
@ — 0 )\Qh 1-— )\Qh — ,ugh
0 0 Aoh
Im fall s + ¢ < oo ist die letze Zeile (0 ... 0 Agpe—1h 1 — psich).

Zur Bestimmung einer Stationdren Verteilung Ps wie in 7.1 erhdlt man als notwendige
Bedingung

prr1h Pk + 1} = G 1 Ps{k + 1} = Gk Ps{k} = Ah - Ps{k}

Ak
jPS k+1 — Psk
{1} = 2 Pgk)
induktiv A A Ao
idubtiv p ey = 202100 2l prgl e Ny
p1 o p2 Hk

Z.B. im Fall: s < 00,c=0
A c<s
=i = { 0 sonst
Wi =i VO<i<s
)\k:

s | 1
i=o K!

Es existiert immer eine so definierte stationdre Verteilung.
Die mittlere Ankunftsrate im System ist X = X - (1 — Ps{s}
——

*: Wahrscheinlichkeit, dass das System noch Kunden aufnehmen kann.



- >
==

Auslastung: o0 =

S
Zihler: mittlere Zahl Kunden pro Zeiteinheit - mittlere Bedienzeit pro Kunde
Nenner: maximale Bedienzeit aller s Server pro Zeiteinheit pro Kunde

mittlere Verbleibsdauer: E(W) = i
(da vor Bedienung keine Wartezeit anfallen kann)

E(X,
Formel von Little: E(W) = ()\ )

= E(Xp) =A-EW)=X-(1-P{s} L =05

Einfachstes Modell eines Netzwerkes:

Beispiel 7.3. Zwei hintereinander geschaltete M|M |1-Systeme

Skitze:
Bedienratep Bedienrateyia
Ankunftsrate N —---| | | |— | | ——=-] | | |— | | — Abgangsprozess
Server 1 N Server 2
Teill Teil2

Markovkette (Xn,1, Xny)nen,
Xni = Anzahl Kunden im Teil © z.Z nh, No-wertig
Die (approximativen) Ubergangswahrscheinlichkeiten sind
j1= Anzahl Kunden im ersten Teil z.Z. (n+ 1)h
jo= Anzahl Kunden im zweiten Teil z.Z. (n+ 1)h
11,12 analog z.Z. nh

Q01 o) (ir,i2) = P(Xnt11 = J1, Xny12 = J2 | Xng1 = i1, Xpo = i2)

Ah J1="11+1,j52 =2
h 1 =1 — 1,79 =1 1 .
= M JL= T2 2+ falls i1,i9 > 0
p2h J1=11,j2 =iz — 1

L —Ah —ph — poh g1 =1, j2 = iz
(sonst z.B. im Fall iy = 0 enfallen die Terme pih)

Wann existiert ein Gleichgewichtszustand d.h. eine stationdre Verteilung?
Wie sieht sie gegebenenfalls aus?

Ist das Gesamtsystem im Gleichgewicht, so ist insbesondere Teil 1 auch im Gleichge-
wicht..
Daher ist notwendigerweise A < .
Dann muss (anschaulich gesprochen) der Prozess der Kunden, die Teil 1 verlassen, die



gleiche Verteilung haben, wie der Ankunftsprozess.

Da der Abgangsprozess von Teil 1 zugleich der Zugangsprozess von Teil 2 ist, ist Teil 2

genau vom gleichen Typ wie Teil 1, nur mit evtl. anderer Bedienrate pio.

Da die zukiinftige Entwicklung des ersten Teils unabhdngig vom bisherigen Abgangspro-

zesses ist (“Teil 1 vergisst abgehende Kunden sofort”), sind im Gleichgewichtszustand

X1, Xn, unabhingig voneinander.

Da nach 7.1 im Gleichgewichtszustand PXn1 = G,_x und PXn2 = G,_ folgt fiir die
K1 K2

Verteilung des Gesamtsystems
P{(ki,ko)} = Pt =G, s {ki}P*2 =G, {ko}
K1 K2
= (i)kl(l _ i) . (i ki — i)
241 M1 w2 H2

falls X < p1, A < pa, sonst existiert keine stationdre Verteilung.

Nicht-lineare Netzwerke sind sehr komplex zu analysieren.
7.B. — Skitze eines etwas komplexeren Netzwerkes

Zeitstetige Modelle als Grenzfall h — 0

Im Fall A > 0: Zeit genessen in Anzahl der Takten zwischen zwei Ankunften von Kunden sind
unabéngig Gyp-Verteilt.
Nach Hausaufgabenblatt 8, Aufgabe 2(ii) konvergiert die Verteilung der Zeit (=
Anzahl Takte -h) gegen die Exponentialverteilung mit dem mittelwert %

~ Zeit stetiges Modell: Dann ist die Zeit zwischen 2 Auftrigen von Kunden unabhingig voneinander,
exponential Verteilt mit Mittelwert %

N; = Anzahl an Kunden, die bis z-Z. ¢ > 0 angekommen sind. Poissoinscher Grenz-
wertsatz zeigt: N; ist Poisson-Verteilt mit Parameter .
(Nt)t>0 (homogener) Poisson-Prozess mit Rate \.
Stationére Verteilung: G, a

n
(da stationidre Verteilung im Zeitdiskreten Modell gar nicht von h abhéngt)



8 Grundkonzepte der Mathematischen
Statistik

Gesammelte Daten werden interpretiert als Relation von Zufallsvariablen.:

Gegeben: Daten z1,...,z,
Interpretaion: x; = X;(w),1 < i < n fiir die Zufallsvariable X, : (2, 4, P) — (R,B)
Gemeinsame Verteilung von X1, ..., X, sei teilweise Unbekannt.

Ziel: Gewinne informationen iiber diese gemeinsame Verteilung also z.B.
e unbekannte Parameter (z.B. Erwartungswerte) schétzen oder
e vorgegebene Hypothesen iiber die Verteilung iiberpriifen (test)

Beispiel 8.1. In Bediensystemen werden Ankunftszeiten der ersten k Kunden beobach-
tet.

~ Zwischenankunftszeiten ty, ..., tg (ti: Ankunftszeit i-ter Kunde - Ankunftszeit (i-1)-
ter Kunde)

Interpretation: t; = T;(w) fiir die ZUfallsvariable T; : (22, A, P) — ((0,00), B(g,00)
Mégliche Fragestellungen:

o  Wie grofs ist die erwartete Zeit E(T;), die zwischen zwei Kundenankiinften vergeht,
falls diese fiir alle i gleich ist.
Was ist die Verteilungsfunktion von T;, wenn alle T; die selbe Verteilung haben?

Test- o Sind die T; exponential Verteilt?
Probleme e Haben die T; alle dieselbe Verteilung?

Schitz-
Probleme

In allen Fillen miissen die genauen Modellannahmen spezifiziert werden.

Diese kénnen bei den ersten drei Fragen z.B. lauten:

(*) Die Zufallsvariable T, ..., T} sind unabhingig voneinander und alle haben dieselbe
Verteilung mit Var(T;) < oo
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Insbesondere bei der ersten Frage kann man aber auch sinvolle Schitzungen unter
schwicheren Modellannahmen herleiten, z.B.

Die Zufallsvariablen T, . . ., Ty, sind unkorreliert mit E(T;) = E(T1), Var(T;) <
M VvV1<i<k.
Dann liegt fiir ein grofies k nach dem Gesetz der Grofien Zahlen der Folgende

Schdtze vor
1 n
o= nE;TZ
1=

FEvtl konnen aber auch starke Modellannahmen sinnvoll sein, z.B.
(**) Die T; sind unabhdingig und exponential verteilt mit unbekanntem Parameter p

Bei Frage 4 wire dagegen diese Modellannahme unsinnig.

Definition 8.2  (statistisches  Experiment &  Verteilungsannahme). Ein
statistisches Experiment ist ein Tripel (S, D, (Py)gcq) wobei S # | der Stichprobenraum
ist, D eine o-Algebra auf S und Py ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (S,D) VI € O.
(Py)yco: Verteilungsannahme

Interpretation:

S: Menge aller moglichen Gesamtbetrachtungen (z.B. Beobachtungsvektor (¢1, ..., tx))

Anname: Die Gesamtbeobachtung wurde geméfl einer der Wahrscheinlichkeitsmafie Py er-
zeugt; der zugehorige Parameter ¢ heiflit der wahre Parameter.

Beispiel 8.3. Im Beispiel 8.1 ist (S = (0,00)",B(0,00)", (EY)x>0) eine sinnvolle Wahl.

1. Annahme: Die Zufallsvariablen T; sind exponential verteilt.
Formal: Ti(/\) «w Exp(s) A€ (0,00)

X die Verteilungsfunktion von Ti(A)

7 Zn
oder dquivalent Gy(x1,...,zy) = [[ (1 —e™ X)) ist die Verteilungsfunktion
i=1

also ist Fx(z) =1—e¢

von (Tl()‘), . 7T,(l)‘))

2. Annahme: Die Zufallswahriablen sind i.i.d.

Formal: Tl(F) “~ Qr F € F mit Qp als Wahrscheinlichkeitsmaf§ mit

Verteilungsfunktion Gp = (x1,...,2n) = [[ F(x;) x; >0 und
i=1
F :={F| Fist Verteilungsfkn. von Zufallsvariable T mit Var(T) < oo}



= Fir die 1. Annahme hat man ein Modell mit einem unbekannten Parameter X > 0.
Solche Modelle (mit endlich dimensionalem Parameter) heiffen parametrisch.

Fir die 2. Annahme ist der Parameterraum die Menge aller Verteilungsfunktionen
mit endlicher Varianz. In solchen Fillen (nicht durch endlich dimensinale Parameter
darstellbar) spricht man von nicht parametischen Modellen.

A. Punkt- und Bereichsschitzer

Ziel: Anhand von beobachtungen Kenngrofien der wahren Verteilung zu schitzen.

Definition 8.4. Sei (S, D, (Py)gco) ein statistisches Experiment und g : © — I' eine
Abbildung. Ist C eine o-Algebra auf ', so heifst jede I'-wertige Zufallsvariable
g:(S,D)— (I',C) ein (Punkt-)Schdtzer von g(9).

Ist x € S die vorliegende Beobachtung, so wird §(x) auch Schitzwert fiir g(9) genannt

Beispiel 8.5. Radioaktiver Zerfall mit langer Halbwertszeit.

Anzahl der Zerfille in n auf einanderfolgenden Minuten wird beobachtet.
— Modellierung durch stochastisch unabhingige Poi(\) Zufallsvariablen (A > 0) (Pois-
sonscher Grenzwertsatz 3.7)
(Ng, 2%, (P{)r>0),
wobei PY das Wahrscheinlichkeitsmafl von n stochastisch unabhdingigen Poi(\) Zufalls-
variablen ist.

— geschitzt wird X selbst (g(A) == \)
A st der der Erwartungswert = das arithmetische Mittel ist ein sinnvoller Schdtzer
((schwaches) Gesetz der Grofien Zahlen)

A 1
A:Ng = [0,00), A1, 0) = =D i

Ly,..., L, stochastisch unabhingig «—~ Poi(A) A >0
p(li, ... 1) =P}

~

ML, L) = 301,
i=1

T n

= E\[ML1,...,Ly)] = iE,\[li] = E)\[Li] = X

= Der Schitzer \ ist erwartungstreu




Map fiir die Giite: MSE (mean squared error)

MSE\(N) : = Ey[(A = V)7

i=1 i=1
vars (131,
= ary ni:l i
1 1 A
= nZ;VaT,\(Li) = g . Vam(Li) = E

Man kann zeigen, dass es keinen Schitzer \* geben kann mit Ex[\*] = X fir A > 0 und
MSE\(\*) < 2
= \ ist optimal.

Definition 8.6 (Erwartungstreu & mittlerer quadratischer Fehler). Ist (S, D, (Py)geco)
ein statistisches Fxperiment und g : © — R"™ eine zu schitzende Abbildung. Dann heif$t

ein Schitzer § : (S,D) — (R4, BY) erwartungstreu (oder unbiased / unverzert) fir g
falls Ey[g] = g(9¥) VI € 0.

Fird=1 heifst

MSEy(9) := E[(§ — 9(9))*] = Varg(3) + (BY(9) - 9(9))?

Bias

mittlerer quadratischer Fehler.

Ein erwartungstreuer Schitzer heifst MVUE (minimum variance unbiased estimater),
wenn fir alle weiteren erwartungstreuen Schdtzer g gilt

MSEy(§) > MSEy(§) V0 €O

Bemerkung 8.7. Der MSE ist nicht bei jeder Anwendung angemessen.
Er wird jedoch oft verwendet, weil er mathematisch gut berechenbar ist

Definition 8.8. Sei (R",B",(Py)gco) ein statistisches Ezperiment, wobei Py die
Verteilung wvon n stochastisch unabhdngige Zufallsvariablen Xi,..., X, bezeichne,

die alle die gleiche Verteilung Py besitzen. Ferner sei fiir eine messbare Abbildung
f:(R,B) — (R,B)g: © — R, g(¥) := Ey[f(X;)] zu schitzen.




Dann ist der zugehirige verallgemeinerte Momentenschdtzer definiert als

) 1
9(Tiy .oy mp) 1= nz;f(xz) T1,...,Tn €ER
1=

Beispiel 8.9. Anzahl der Taxis in einer Stadt soll geschdtzt werden.
Vorgehen: Nummer (Taxis seien durchnummeriert) von n Taxis, die zu einer zufilligen
Zeit am Hauptbahnhof warten, werden notiert.

— Die Nummern sind stochastisch unabhingig und gleichverteilt auf {1,..., M} (wo-
bei M der gesuchte Parameter ist)
(N" 2N (URY ) ops,) ist das statistische Experiment.
Zufallsvariablen K1, ..., K, «~ Uy M>1

Schitzer fiir M?

1 M+1
M 2

M M
Ey[Ki] =) k-Py{K;=k}=>k
k=1 k=1

= M = Ey|[f(K;)] mit f(k) =2k —1
(Emlf(K)] = Ey[2K; — 1) = 2Ey[Ki]| —1=M+1—1= M)

— Momentenschdtzer

M ist erwartungstreu:

Eu [M(Kl, . ,Kn)] — Ey

und der MSE ist




Satz & Definition 8.10 (Konsistent). In der Situation von Definition 8.8 ist § = gn
stets erwartungstreu und es gilt

Gn — g(?) Pg -Stochastisch V9 € © (8.1)

n—0oo

FEine Folge von Schitzern g, fir die die Konvergenz (8.1) gelten heiffen (schwach)
konsistent fiir g

Beweis:

Eylg(X1,...,X,)] = Ey

;zm)] = S = - - n-g(d) = 9(0)

i=1

(8.1) folgt aus einer Variante des schwachen Gesetzes der Grofien Zahlen, gemifl

1 n
- E X; — Ep[X1] P-stochastisch, falls X; i.i.d. mit Erwartungswert E(X;)
n

i=1

Beispiel 8.11. (Fortsetzung von Beispiel 3.6)
N Anzahl der Fische (unbekannt)

M Anzahl der makierten Fische

n Anzahl gefangener Fische

m Anzahl der makierten gefangen Fische

(2)
(N(h 2No ) ) (H(N,M:") ) szax(M,n))

Vorgehen: N so auswdhlen, dass die Wahrscheinlichkeit Hy nrn){m} mdglichst grof$
ist fir das tatsdchliche m

() G

()

Hinmmyim} =

— Ziel: von als Funktion in N die Maximalstelle finden.




Rechung: Fiir welche N ist

(o) o) o G) o)

oG
(%50 =G0
(N +1— M) NI
T m (N+1-M—n+tm) (N —n)

(N — M)! (N +1)!
= (n—m)!(N=M—n+m) nl(N+1-n)
(N+1-M)! (N+1-n)_ (N+1-M—nt+m) (N+1)
(N — M)! (N —n)) = (N—M—n+m)  N!
S(N+1-M)- (N+1-n)Z(N+1—-M—n+m)-(N+1)
SN2 42N —naN+MN+Mn—M—n2=2N?+4+2N —MN —nN+mN —M—n+m
sSMn ZmN+m
M- -n
m

-1

&SN <

Mazximumn-Likelihood-Schdtzer

N(m) [%] falls ™M ¢ N
(m)G{%* I €Ny

Definition 8.12 (Maximumn-Likelihood-Schétzer). Sei ein statistisches Experiment
(S,D,(Py)yco) gegeben, bei dem entweder alle Wahrscheinlichkeitsmafe Py diskret sind
mit Zihldichte fy oder (S,D) = (R™,B"™) und alle Wahrscheinlichkeitsmafle Py eine
Dichte fy besitzen. Dann heifst ein ] fir ¥ Mazimum-Likelihood-Schdtzer (ML-Schdtzer)
wenn fir alle x € S gilt

f5(x) = sup fo(x)
9€6

~

d.h. 9(x) ist eine Mazimalstelle der Likelihoodfunktion

L, :0 —[0,00), Ly(9) := fy(x) fir alle x € S.

Ist 9 ein ML-Schitzer fir 9 und g : © — I' eine zu schitzende Abbildung, so heift
jeder Schitzer der Form g(¥) auch Mazimum-Likelihood-Schitzer fiir g(9) (Likelihood
= Plausibilitit).




Bemerkung 8.13.

e FEs kann mehrere ML-Schdtzer geben

o FEs muss nicht immer ein ML-Schditzer existieren

Seien X1,..., X, X; v fiy stochastisch unabhdngige Zufallsvariablen
n
= (Xl,.. ,Xn) “ Hfi,ﬁ
i=1

In diesem Full ist es einfacher den logarithmus der Likelihoofunktion zu mazimieren.

LL, :0 — [—00,0)

LLy(9) := log(fy(x))
Da der Logarithmus streng monoton steigend ist, stimmen die Mazximalstellen von L,
und LL, tiberein.

Ly (V) = Hfz‘,ﬁ(ﬂcz‘)
i—1

LL,(9) = log(fio(x:))
i=1
Beispiel 8.14. X1,..., X, d.i.d. v« N, 2

1. Experiment  p unbekannt, 0® > 0 bekannt
2. Experiment  p unbekannt, o unbekannt

Ey = (]R"?IB%H? (A/(ZJQ))MEJR) b= (Rn,Bn, <A[(7L’02))(M’026Rg>

ML-Schitzer fir w:

. _(l’—g)2
fouo2( ):\/We 20
1. Experiment
noy (i —QM)Z
Lx(u)=i ol 20
n (2 — p)?




n
= mazimal, genau dann wenn —_ (z; — u)? mazimal ist
i=1

a (—zm . m?) ) SR PR o
=1 =1

i=1
n
fi(z) == L3 x; ist der eindeutige ML-Schiitzer
i=1

2. Experiment

n 1 _(x_:U’)Q
Lx(p, o) = e 202
(1,0%) 131 =
LLoG) = — " log(2n0?) — LS p)?
o(n) = =5 log(2m07) — 5—5 ) (2i —p)
i=1
) LLm(,UaUQ) = 722(% — 1)
=1
1 n n
_;Z(xz_ﬂ):()@u:*zxz
=1 =1

Ly (p,0%) ——— 0

02—00
Lo (p, 0%) - 0 falls x; — p # 0 Vi

04— 0

n

n
((x),5%(x)) = (inz, L5 (2 — ﬂ(x))2> ist der ML-Schitzer fiir (u,0?).
i=1 i=1
Gesamtbeobachtung habe eine Dichte oder Zahldichte fy, falls 9 der wahre Parameter
ist.
Der ML-Schétzer maximiert diese:

fowy (@) = foz) V€O



Beispiel 8.15. (Fortsetzung von Beispiel 8.9)
Beobachtet werden n i.i.d. Zufallsvariablen K;, die gleichverteilt sind auf {1,..., M},
wobei M zu schdtzen ist.

Likelihoodfunktion mit K = (K, ..., K,) € N"

MY

Slm
Lg(M) = H%(Ki) =
=1

wird mazimal fiir M = max K;
1<i<n

d.h. ML-Schdtzer ist ez’nde&tig gegeben durch M % (K) = K

1<1<n;’
Beachte: M x (K) < M und M x (K) < M, wenn nicht das Tazi mit der grofiten Kon-
zessionsnummer beobachtet wird.
Daher ist Epf(Mx*) < M, d.h. der Schatzer ist nicht erwartungstreu.

n
Py{M x(K) <m} =Py{K;<m1l<i<n}=][[Pu{K;<m}=(%)" 1<m<M
i=1

— Pu{M#(K)=m} = Py{M s+ (K)<m}— Puy{Mx(K)<m—1}
= ()" - ()" 1<m<M

M
= Eu(M») = > m-((5)" ~ ("))
M
=M "> (m" —(m—-1+1)-(m—-1)")
Y
M| 8 (= (- 1) = 8 ()
m=1 Mot m=1
- M" |:Mn+1 Z k.n:|
k=1
M—-1
=M-—M"> k"
k=1
M-—1
= DBias =Ey(Mx)—M=—-M"> k"=byum
k=1
M M
n n _ —ntntl M
d.h.0>bn7M>—M lft dt = —M tTLJrll >_n7+1

In Beispiel 8.9
M(K) = gzn:K. -1
- i Z

MSEy(V) = Ear(V — M)?) = % (M2 1)



Frage: Hat der ML-Schitzer Mx einen kleineren MSE?
Ahnlich wie oben ergibt sich

Enr((0+)?) = mi:m () - (™))

M
=M (m™? = (m—1)* = 2(m — )" = (m - 1)?)

m

[y

M—1 M-—1
:MQ—QM_nan+1—Mnan
k=1 k=1

= MSEy (M=) = Var(Mx) + b}y = E((Mx)%)) = (E(Mx))* + b2, 5

M—-1 M-1
=M?—2M " R MY R — (M 4 by)® 4 0y
k=1 k=1
M-1 M-1
= —2M" Y K" — M"Y k" = 2M by
k=1 k=1
M-1 M-1
=M [(2M —D)Y Er-2) k”1]
k=1 k=1
Fiir grofies M verhdlt sich dies wie
M M 9
M 2M/t"dt—2/t"+1dt :M2< 2 2 ): 2M
n+1l n+2 (n+1)(n+2)
0

Der MSE des ML-Schitzers ist gréffenordnungsmadf$ig um den Faktor n kleiner als
der MSE von M !

Punktschétzer liefern keine Angaben zur Genauigkeit.
Daher werden oft zusétzlich datenabhéngige Mengen gesucht, die den wahren Wert we-
nigstens mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit enthalten.

~~ Bereichsschétzer

Beispiel 8.16. (Fortsetzung von Beispiel 8.14)
Gegeben ist ein statistisches Experiment £y = (R",B", (/\/(Z"’Q))HGR) (02 >0 fest).

n
Schitzer ist fin(X) = 23X, X =(X3,...,X,) €R"
i=1
Seien X1, ..., Xy i.4.d N, 52)-verteilt.
Beispiel 6.19 zeigt: Y1,Ys seien unabhingige Zufallsvariablen und PYi = Nﬂiﬂ'?)
pYitys — j\/’(

n
Induktiv folgt: 7 X; ist Ny, no2-verteilt.
i=1

=

p1tp2,02+02)



Beispiel 6.19 zeigt auch: aYy + b ist Mau+b,a202 -verteslt
n

Hier: i(X) = 13" X; ist ./\/(M »2 -verteilt
i=1

T n
'n

= /72 (i (X) :,LL ist N(o,1)-verteilt.

1
= Pu{—t </ (in(X) —p) <t} = ®(t) — (—t) =2 (D(¢) — 3 ) fiirt >0
<~
3(0)
Zu vorgegebener Wahrscheinlichkeit o € (0,1) wdhle t so, dass
2B — L) —a et = (Y i,
2 2
= P 100 - VT et 4T b= B f oo <5000 - ) < -

Fazit: Bereits vor der Beobachtung weiff man wie ein datenabhdingiges Intervall zu
konstruieren ist, in dem der wahre Wert mit vorgegebener Wahrscheinlichkeit o liegt.

Definition 8.17 (Konfidenzintervall). Sei (S, D, (Py)geco ein statistisches Experiment,
g:0 —>Rund a €[0,1].

Sind Xy, X, : (S,D) — (R,B) mit X,, < X, so, dass Py{g(¥ € [Xy,X,|]} >a VI €O
wird [ Xy, X,| zweiseitiges Konfidenzintervall zum Niveau o von g(¥) genannt.

Gild Py{g(V) € [Xy,00)} > a Y € O bzw. Py{g(¥) €) — 00, X,|} > a VI € 0, so
heifst [ X;,00) bzw. (—o0, X,| einseitiges Konfidenzintervall zum Niveau o und X,, heifst
untere Konfidenzschranke bzw. X, obere Konfidenzschranke

Einseitige Konfidenzintervalle werden i.d.R. dann verwendet, wenn eine Unterschétzung
(bzw. Uberschiitzung) des Parameters bei weitem kritischer ist, als eine Uberschitzung
(bzw. Unterschétzung)

— [Xy, 00) bzw. (—o0, X,]

Oft sind nur approximative Konfidenzintervalle berechenbar,
also I, so dass Py{g(V) € I} =~ «

Beispiel 8.18. (— Beispiel 8.5)

Experiment: (N, 26 (PR)x>0)

d.h. es werden n i.i.d. Py Zufallsvariablen L; beobachtet (Py = Wahscheinlichkeitsmajs
mit Zahldichte f = {0})

. n
In Beispiel 8.5: Schitzer A, = %ZLI
i=1



Mit dem zentralen Grenzwertsatz erhdlt man (wobei E(L;) = X\, Var(L;) = A

n

> (Li—= )
PLEL <2 b —n— oo®(x) Vr e R

V-

= P{\/f(xn —\) <z} — d(2)
= P{-t < \/i(j‘” —N) <t} - Bt)—B(—t) VE=0

Wihle t so, dass A = ®(t) — ®(—t) =2(®(t) — 3) &t =071 (H2) =i ¢,
Fiir einen hinreichend groflen Stichprobenumfang n gilt

P{—cq < \/f(}n N <alra

n < . n - n
— < — — < — — —
o < \/:()\n AN <enve Ne [)\n \/: c>\,)\n+\/: c,\]

Ersetze in dem Intervall den unbekannten Parameter A durch den Schdtzer j\n
~ approximatives Konfidenzintervall

N 5\n N An
In = | An — V*‘ca))\n'f' VL'CQ
n n

P € I} — na YA >0

Man kann zeigen:

Analog erhdlt man einseitige approximative Konfidenzintervalle, wie z.B.

P{\/f-(jxn—)\)gt}—ﬂb(t)éa

st=0"Ya)

:P{Az&n—\/?cb—lu)za

dh. I, = P\n — Xq)_l(oz), oo} ist ein einseitiges approximatives Konfidenzintervall



B. Statistische Tests

Ziel: Uberpriife Hypothesen iiber den zu gundeliegenden Zufallsmechanismus anhand
von Daten.
Es treten zwei mogliche Typen von Fehler solcher Tests auf:

Fehler 1. Art : Der Test lehnt filschlicher WEise die Hypothese ab, obwohl sie zutrifft.
Fehler 2. Art : Der Test lehnt die Hypothese nicht ab, obwohl sie falsch ist.
Bei vielen Anwendungen hat Fehler 1. Art deutlich gravierendere Konsequenzen als

Fehler 2. Art.

Daher: Man gibt sich «[0, 1 vor und fordert, dass die Wahrscheinlichkeit fiir Fehler 1.
Art < « (iibliche werte o = 0,1;0,05;0,01;0,005). Unter dieser Nebenbedingung soll
die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 2.Art moglichst klein werden.

Definition 8.19 (Testproblem, Hypothese, Alternative, Ablehnungsbereich, Signifi-
kantsniveal, statistischer Test & Giitefunktion). Sei (S, D, (Py)yco ein statistisches
FExperiment.

Ein Testproblem ist eine Zerlequng der Parametermenge © in 2 disjunkte Mengen
©, # 0, die sog. Hypothese (oder Null-Hypothese und ©1 = © \ ©g # 0 die sog.
Alternative (oder Gegenhypothese). FEin (nicht-randomisierter) statististischer Test ist
eine 0,1-wertive Zufallsvariable o : (S, D) — ({0,1},2{01}),

{p =1} = {z € S| p(x) = 1} heifst Ablehnungsbereich oder Verwerfungsbereich
oder kritischer Bereich des Tests.

Der Test hat ein Signifikantsniveau o € [0, 1], falls Py({p = 1}) < « fir alle ¢ € O
gilt.

Die Abbildung g,(0) = Py({p = 1}), ¥ € O1, heifit Gitefunktion des Tests.

Interpretation:
Annahme: Fiir ein ¥ € © beschreibt Py den Zufallsmechanismus.
Hypothese: “Der wahre Parameter liegt in ©g” soll iiberpriift werden.
o(z) = 1: Test lehnt auf der Basis der Daten = die Hypothese ab.
@(x) = 0: Test lehnt auf der Basis der Daten x die Hypothese nich ab.
gy (¥): Die wahrscheinlichkeit, dass der Test die Hypothese ablehnt, wenn ¢ der wahre
Parameter ist.
Forderung: g, < o auf ©g
Ziel: g, moglichst grof auf ©
Die Forderungen sind gegenléufig.

Skitze im Fall © = R, 0y = (—00,190], 01 = (¥g, 0)
Typische Giitefunktion: ————— Skitze



Konseqzenz:

e Wenn der Test die Hypothese ablehnt, kann man mit hoher Wahrscheinlichkeit
davon ausgehen, dass die Hypothese falsch ist.

e Wenn der Test die Hypothese nicht ablehnt, darf man nicht davon ausgehen, dass
die Hypothese zutrifft, da es meistens Parameterwerte aus der Hypothese gibt, fiir
die die Ablehnungswahrscheinlichkeit wenig grofler ist als a.

~» Mochte man eine Annahme an den Parameter mit hoher Wahrscheinlichkeit nach-
weisen, so ist die Annahme als Alternative zu wéhlen (nicht als Hypothese).

Beispiel 8.20. Spieler A gewinnt doppelten Finsatz, wenn bei einem Minzwurf Kopf
fallt.
Spieler A mdchte daher wissen, ob die Wahrscheinlichkeit fir Kopf wenigstens % ist.

Er wirft die Minze n mal und 2ihit die Anzahl X der Kopfe ~ X By, ) -verteilt
Dazugehdrig ist das statistische Experiment ({0,...,n}, 210} (Bnm)pe[o 1])

Hypothese: ©g = [0, 1)
Alternative: ©1 = [3,1]
Beachte: Zu iiberpriifende Annahme ist die Alternative

naheliegender Test:
Qo(x> = 1{0,...,n}<x)

d.h. die Hypothese wird abgelehnt, wenn wenigstens c-mal Kopf fallt.
Dabei soll zu vorgegebenem « € (0,1) ¢ so gewdhlt werden, dass

1
Buplp=1}<a  ¥p€O, dhp<;

(je grifier c ist, desto grofier ist die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art und desto kleiner
Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art)

1
~ cq = min{c € {0,...,n} | Bpplc,...,nf<a Vp< 5}
=min{c| B, 1,{c,....,n} < a},

da p — B py{c, ..., n} monoton steigend und stetig ist.

numerisches Beispiel:
n=2>50, a=0,1

= cq = 30, denn B, ,{30,...,50} ~ 0,0595
= B(n7p){29, cee ,50} ~ 0, 1013



Die Giitefunktion ist:

9o(p) = B py{ca,---,n} = i (?)ﬂ(l — )"

J=Ca

Lemma 8.21. Sei (S, D, (Py)ycg) ein statistisches Experiment und g : © — R eine
nicht-konstante Abbildung.

(i) Ist I ein (zweiseitiges) Konfidenzintervall fiir g(9) zum Niveau 1 — «, so ist ¢ =
lya ¢ I} ein Test zum Signifikantsniveau o fiir die Hypothese ©g = {p € © |
9(9) = a} = g({a} (fir alle a € g(©1))

(i1) Ist I = [X,,00) ein einseitiges Konfidenzintervall zum Niveau 1 — «, so ist
o = ly¢py ein Test zum Signifikansniveau « fiir die Hypothese
O = {¥ € © | g(¥) < a} = §((—o0, a]) fir alle a mit g~*((—o0, a]) ¢ {0, 0}

(iii) Ist I = (—o0, X,) ein einseitiges Konfidenzintervall zum Niveau 1 — v, so ist
o = lpigny ein Test zum Signifikansniveau o fiir die Hypothese
B0 = {V € © | g(9) > a} = g(la, 00)) fir alle a mit g~*([a,c0)) & {0, O}

Beispiel 8.22. Wie in Beispiel 8.14 und 8.16 betrachte zwei statistische Experimente
El = (anan (MM702)>NGR (0'2f68t)
E, = (R",B", (Mu702))(u,02)eRx[0,m)

Testproblem: ©g = {po}, ©1 =R\ {uo}
Zweiseitiges Konfidenzintervall fir p zum Niveau 1 — « ist

Ii_a(z) = | fin(z) — %qu <1;a>  fin (@) + %@‘1 (1 3 O‘>] (Beispiel 8.16)

n

wobei fi(xz) = 2 3" x; ein Schitzer und x = (21,...,2,) € R" der Beobachtungsvektor ist.
i=1
Mit Lemma 8.21(i) erhdlt man einen Test zum Niveau o

P(2) = Logray =1
AP _ -1(1_¢
(B lne) — ol > 27 (1)}

Teststatistik




Giitefunktion:

_ n n., . 1 (6%
0) = N1\ liale) = ol > 074 (1= 5) |

Tn|

_1—/\/(MQ){—<I> Uﬁ T, \/7M uo)<@‘1<1—g)—\/Z(u—uo)}
:1_<q><q>—1(1—;)—\/72u 140) > (1—3)—\/Z(M—Mo)>

T, = \/g(ﬂn - ,UO)

Beispiel 8.16: i, ist N, 2 -verteilt, wenn u der wahre Mittelwert ist.

(s % .
=T, zst./\/'r(u uo,l‘ﬁ) :./\/'(\/:%(M_Mml)—vertezlt

= Ty — /25 (10— po) ist N 1)-verteilt.

Finseitige Test erhdlt an analog
2.B. ©g = (_007/10]3 O = (MOa OO)

P(x) = L7 w)>c,} mit Calpha = 11— a)

Es gilt dann

951) = A (T > (1= )} = 1= 8@ 1 =) =\ [ T — o)) Vi € R

Im Ezperiment E ist 0% unbekannt und ¢ (bzw. p) kein zuldssiger Test mehr.
n

~ Ersetze o2 durch Schitzer, z.B. 6% = ﬁZ(IL‘z — fin(x))?
1=

In Prisentzblatt 10 Aufgabe A und B wurde gezeigt, dass &2

sistenter Schitzer fiir o? ist.

w Ty = [ (fin — o)

Wenn pg der wahre Mittelwert ist, so hat T, die sogenante (Student’sche) t-Verteilung
mit n — 1 Freiheitsgraden und Dichte

() =~ a4

I~

ein erwartungstrever, kon-

v2(2) = 107, ()]ca)

)"z, teR

n—1

Ca

Wihle co so, dass

HO o2) {T > Ca} / 1(t>dt ; «

Ca



= 2 hat exakt das Niveau o
Ca st gréfer als der kritische Wert ®1(1 — &) bei bekanntem o
n= 10 20 51 101

_ —1 _a
«=0,08 ca= 2,262 2,093 2,009 1,98 ¢ (1 =5 =1,9600

2

Der Test pa(x) = 1{Tn><1>*1(1—%} hat Niveau > 0,08 bei 10

Manchmal ist zu iiberpriifen, ob eine bestimmte Verteilung oder ein bestimmter Vertei-
lungstyp vorliegt ( und nicht, ob ein Parameter in einem bestimmten Bereich liegt).
~» Anpassungstests (goodness of fit test)

Beispiel 8.23. Beobachtet werden i.i.d. Zufallsvariablen mit Werten {0, ... k}
Ziel: Uberpriife, ob die Zufallsvariablen eine vorgegebene Zihldichte haben (z.B. Zufalls-
variablen sind gleichverteilt auf {0,...,k}).

Beobachtungsvektor x = (x1,...,2y)

1 n
= EZl{i}(x]’) : relative Héaufigkeit mit der i auftritt (0 <i < k)

Wenn fo die wahre Zihldichte ist, dann fn(z) ~ fo(7).
Dann ist n - fn(i) B, fo())-verteilt
Der Zentrale Grenzwertsatz liefert

P{ n - f(i) —n - foli)

Ve fo(i)(1 = fo(d) = b} — -2

Ist nfn(i)—n-fo(@)
v fo(i) (1= fo(4))

k
(n-fr(i)=n-fo(i))? _.
Test statistik ;% PR =T,

“grof3”, dann ist die Hypothese vermutlich falsch.

x2-Test: ¢ = LT, >cay Mit co 80, dass P{T, > co} = a wenn fo die wahre Zihldichte
18t.

Man kann zeigen: T), hat niherungsweise x2- Verteilung mit k Freiheitsgraden, d.h. die
Dichte

1
2:T(%)

kE_1 _t
gk (t) = £3 e 51 g 00y (£)

~ Wihle ¢, so, dass fgk t)dt = a < fgk Hdt=1-«
Co
Faustformel: Approzimation ist gut, wenn n - fo(i) > 5 Vi (meist reicht > 1).
Sonst: Fasse mogliche Werte in Gruppe zusammen, bis erwartete Anzahl der Beobach-
tungen in jeder Gruppe hinreichen groff ist (>5 bzw. > 1)



Beispiel aus Ubungsblatt 12, Aufgabe 2(ii)

Anzahl Hdiufigkeit Test auf Pog1 (nfo(i))

0 109 108,67

1 65 66,29

2 22 20,22
>3 J 4,82

~T,~0,3235, a=0,1 co=~06,25 bei 4 Gruppe = 3 Freiheitsgrade

Faustregel: Da ein Parameter (A = 0,61) aus den Daten geschdtzt wurde, sollte die
Anzahl der Freiheitsgrade um 1 verringert werden, d-h- co wird aus x*- Verteilung mit 2
Freiheitsgraden berechnet

~cq =4,6

Fazit: Der Test lehnt die Hypothese nicht ab.

x2-Tests kénnen auch zur Uberpriifung von stetigen Verteilungen verwendet werden,
indem man Wertebereiche der Beobachtungen in Gruppen einteilt (also diskretisiert).

Beispiel 8.24. Beobachtungen: Lebenszeiten/Funktionsdauer T;, 1 < i < n, gleicharti-
ger elektronischer Bauteile.
Modellannahme: Tji.i.d.

Hypothese: T; sind exponential verteilt mit unbekanntem Mittelwert A > 0
.. . n
Auf Ubunbungsblatt 11 Aufgabe 2 wurde gezeigt, dass A, = %ZTZ ein sinnvoller Schatzer

i=1
ist fiir A.
Der Wertebereich (0, 00) wird in Gruppen eingeteilt, so dass die erwartete Anzahl von

Beobachtungen in jeder Gruppe =~ 5 ist.
~ Definiere t; so, dass m- P{T1 € (tj_1,t;]} =5 (falls Hypothese richtig ist).

Fiir eine Exponentialverteilung Ey mit A = X\, wdhle

-
tj:E§<7‘3>7 0<j< 3]

wobei B\~ die Quantilfunktion von E) ist, d.h.
Ey (t) = —Xlog(l —1) (Umbkehrfunktion der Verteilungsfunktion E)

Dann

t

j ti—1 57 5-(J-1) 5
n

P{Ti € (tj_1,tj]} =(1—e x)—(1—e = ):;—T:



Firallel <j<m

n
¢ = Zl(tj,l,tj](ti) : Anzahl der Beobachtungen im j-ten Intervall (tj_1,t;]
i=1

(e —5)2
sollte = 5 sein, wenn tatsichlich Exponentialverteilung vorliergt. Teststatistik: %
i=1
Niherungsweise x2- Verteilung mit m—1 -1 =m-—2
——

AnzahlGruppen—1 AnzahlParameter



9 Pseudozufallszahlen

Erzeugung auf einer endlichen Menge oder auf [0,1] gleichverteilter Pseudozahlen

Héufigstes Verfahren: lineare Konvergenzgeneratoren

Definition 9.1 (linearer Konvergenzgenerator). Seien [,n,m & Ny. Wir schreiben
I =n( mod n), falls | —n durch m teilbar ist.

Zu wvorgegebenen a,b,m € Ny erzeugt ein linearer Konvergenzgenerator Pseudozu-
fallszahlen n; € {0,...,m — 1} ausgehend von einem Startwert ny nach der Regel
njy1 = a-n; + b( mod m), d.h. nji1 ist der Rest von a - j; + b bei Division durch
m.

Beachte: Bei gegebenem ng ist folge n (n;) rein deterministisch und wiederholt sich
nach spétestens m Folgegliedern.
~ wihle m sehr grof und a, b, m so, dass Wiederholungen tatsélich erst wieder nach m
Gliedern eintritt.

Dies ist der Fall, wenn

(i) a,b keinen gemeinsamen Teiler haben

(ii) Jede Primzahl, die m teilt, auch a — 1 teilt

(iii) Wenn 4 m teilt, dann auch a — 1

Das Problem bei den linearen Konvergenzgeneratoren ist:
(nj,Mjt1, ..., njrk—1) liegt bei ungiinstiger Wahr auf wenigen (k — 1)-dimensionalen
Hyperrdaumen in R¥.

~ auf [0, 1] “gleichverteilte” Pseudozufallszahlen
s
Uj = EJ S [0, 1)

Wenn m grof} ist, dann gilt fiir einen linearen Konvergenzgenerator mit maximaler Pe-

riode m
[mt] + 1

1 — 1
m;l[o,l](Uz‘) = — (t, 1+ E]

93



Uy = —
m

d.h. Pseudozufallszahlen u; < t treten ungefihr mit der relativen Haufigkeit ¢ auf.

Erzeugung von Pseudozufallszahlen gemifl weiteren Wahrscheinlichkeitsmaflen auf R

a.) Quantiltransformation
Sei '~ die Quantilfunktin von F'.
Satz 6.27 besagt: Ist U gleichverteilt auf (0, 1)
= F(U) ist eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F'.

Also sind F~(u;) Pseudozufallszahlen geméfl der Verteilungsfunktion F'.

Speziell: Sollen Pseudozufallszahlen gemé0 einer diskreten Verteilung mit Werten x; <
To < --- << 7 und zugehorigen Wahrscheinlichkeiten pq,po,...,p; erzeugt

l
werden (Y p; = 1) so kann dies wie folgt geschehen:
i=1

J
Definiere g9 =0, ¢j := Y p;, 1 <j <R
i=1
Ist u; eine Pseudozufallszahl gemdfl Gleichverteilung [0, 1], so definiere y; := z;

falls u; € (qi_l, qi].

b.) Verwerfungsmethode (rejection sampling)
Besitze F' eine Dichte f (f sei gut berechenbar).
Wahle weitere Dichte g, so dass fiir ein v > 1

f(z) < ag(x) Vr € R

Pseudozufallszahlen geméf der Verteilung mit Dichte g seien leicht zu erzeugen.
Dann liefert folgender Algorithmus Pseudozufallszahlen geméfl der Dichte f.

1. Schritt Erzeuge Pseudozufallszahl z geméf; Dichte g und unabhéngig davon Pseud-
zufallszahl v gemaf gleichverteilung auf (0, 1)

2. Schritt Falls u < FZ) - dann verwende Pseudozufallszahl z, anderenfalls gehe

ag(z)’ =
zuriick zum 1. Schritt.

Die so erhaltenen Pseudozufallszahlen verhalten sich wie Realisation einer Zufalls-
variable mit Dichte f, den die Zufallsvariable Z mit Dichte g und U auf (0,1) gleich-
verteilt als unabhéngige Zufallsvariablen

#(2) P{Z <y,U< Ofg 7
ag(Z)> p{U < 1Z /f

—ag

P<Z§yU§



wobei

Y Y Y
2, KDy v [ LD gL ) da
P”<%Z<W@ﬁﬁlpﬂkmmmw”d oo ds = [ 1) d

ebenso fiir den nenner (mit y = «)

zy, 1] 1
P{U < M} = / == da f Dichte ist

ag(2)

—00

Die Rechnung zeigt: i = Wahrscheinlichkeit, dass die Pseudozufallszahl akzeptiert
wird
~ « soll moglichst nahe bei 1 sein.

Im Mittel werden 2-« Pseudozufallszahlen (gemé8 g bzw. Gleichverteilung) bendtigt,
um eine Pseudozufallszahl geméfl F' zu erzeugen.

Beispiel 9.2. Sei F' = &, d.h. standartnormalverteilte Pseudozufallszahlen sollen
erzeugt werden.

1 22
f@) =)= =7 ,acR
1
g(z) = ie*m , x € R : Dichte der zweiseitigen FExponentialverteilung

zugehorige Verteilungsfunktion:

T

1 i 1 1
< : = = — t = — t|x = ¥
x <0:G(z) / g(t)dt 5 / e'dt 5¢ 17 o 5¢

0 T T
1 1 1
z>0:G(z) = / g(t)dt + /g(t)dt =5+3 /e_tdt =1— 56—1

G ist invertierbar mit der Inversen

o _ [ log(2t)
G (t)—{ Clog(2(1— 1)) t>

|
D=0 =

2 22
#(x) = \/7€|z_2 ist symmetrisch um 0 und fiir X > 0 gilt
0
!/

2 o2
\/7(1 —x)e’ T =0
m

sSr =1 und limwzound@: z

z—00 g() 9(0) ™



= x = 1 ist Mazximalstelle von % mit zugehorigem Maximum :y/ % = a<1,32

Also f(z) < ag(x) Ve e R
Erzeuge Pseudozufallszahlen gemdfs ./\/’(071) wie folgt:

1. Schritt Erzeuge unabhingige auf (0,1) gleichverteilte Pseudozufallszahlen u,v und
z =G (v)

22
2. Schritt Akzeptiere z als Pseudozufallszahl, falls v < ag((zz)) = e|z|_7—%, sonst
zurtick zum 1. Schritt.




